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CAPITULO 1 
INTRODUCTION 

Definicion 1.1. Si una ecuacion contiene las derivadas o las diferenciales 
de una o mas variables dependientes con respecto a una o mas variables 
independientes, se dice que es una ecuacion diferencial (E.D.). 

Si la ecuacion contiene derivadas ordinarias de una o mas variables depen¬ 
dientes con respecto a una sola variable independiente entonces la ecuacion 
se dice qne es una ecuacion diferencial ordinaria (E.D.O.). 

dy 

Ejemplo 1. 3-f + % = 5 

ax 

Ejemplo 2. (x 2 — y)dx + 5 sen y dy = 0 

Ejemplo 3. u ^ = x 

Si la ecuacion contiene derivadas parciales de una o mas variables depen¬ 
dientes con respecto a una o mas variables independientes, se dice que es una 
ecuacion en derivadas parciales. 

Ejemplo 4. ^ 

° ^ oy ox 

Eiemplo 5. = y — x 

° ^ oxoy ^ 

Definicion 1.2. (Orden). La derivada o la diferencial de mas alto orden 
determina el orden de la E.D. 


1 
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CAPITULO 1 . INTRODUCTION 


Ejemplo 6. |“i + x 2 + x^ = lnx, es de orden 3. 

Ejemplo 7. xdy — ydx = 0 ==>- ^ la cual es de orden 1. 


Definicion 1.3 (E.D.O. lineal). Una E.D. es lineal si tiene la forma: 

On(z)0 + an-i{x)^U{ + ■ • • + «i(^)£ + a 0 (x)y = ^(x) 

Es decir, la variable dependiente y y todas sus derivadas tienen exponen¬ 
ts uno y cada coeficiente a 0 (x), ai(x),..., a n (x), g(x), depende solo de x. Si 
no se cumple lo anterior se dice que la E.D. no es lineal. Cuando g(x) = 0, 
decimos que la ecuacion diferencial lineal es homogenea. 

Ejemplo 8. x 2 ^ + cosxj^ + sen x ^ + x 2 y = e x es lineal de orden 3. 
Ejemplo 9. sen a: ^-| + xy 2 = 0 no es lineal. 

Ejemplo 10. y 2c ^py + yy- + xy = x no es lineal. 

Definicion 1.4. . Se dice que una funcion f con dominio en un intervalo I 
es solucion a una E.D. en el intervalo I, si la funcion satisface la E.D. en el 
intervalo I. 

Ejemplo 11. x = y ln(cy) es solucion de y'(x + y) = y 
En efecto, derivando implicitamente: 1 = ^ ln(cy) + yd- 

1 = £ (Mw) + !)» lue S° t = I^+i 

Sustituyendo en la ecuacion diferencial: 

y ln(q/) + y = y(ln (cy) + 1) 

In (cy) + 1 In (cy) + 1 

luego y = y 

por tanto x = y In (cy) es solucion. 
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Definicion 1.5 (Condicion inicial). Es una o varias condiciones que se le 
colocan a una E.D.O. en un punto. 

Ejemplo 12. y" + k 2 y = 0, con las condiciones iniciales: y( 0) = l,y'(0) = 1 

Una E.D. acompanada de unas condiciones iniciales se le llama un pro- 
blcma de valor inicial (P.V.I.). Con frecuencia es importante saber si un pro- 
blcma de valor inicial tiene solucion y tambien deseamos saber si esta solucion 
es unica, aunque no podamos conseguir explicitamente la solucion. El si- 
guiente teorema nos responde las inquietudes que acabamos de plantear.Este 
teorema lo enunciamos y demostramos con liras profundidad en el Apendice 
al final del texto. 

Teorema 1.1. (Picard) 

Sea R una region rectangular en el piano XY definida por 
a < x < b, c < y < d que contiene al punto ( x 0 ,y 0 ) en su interior. 
Si f(x,y) y son continuas en R, entonces existe un intervalo I con cen- 
tro en Xo y una unica funcion y(x) definida en I que satisface el problema 
de valor inicial y' = f(x,y), y(x 0 ) = y 0 ■ 


Ejemplo 13. Para la E.D. y' = x 2 + y 2 , se tiene que f(x, y) = x 2 + y 2 y 
= 2y son continuas en todo cl piano XY, por lo tanto por cualquier pun¬ 
to (xo,yo) del piano XY pasa una y solo una solucion de la E.D. anterior. 
Es importante anotar que para esta E.D. es inrposible hallar una solucion 
explicita; solo con nretodos numericos se puede hallar la solucion. 

Nota: si todas las soluciones de la E.D. F(x, y, y',... , y^ n ') = 0 en un inter¬ 
valo / pueden obtenerse de G(x,y,C\,... ,C n ) mediante valores apropiados 
de los Ci, entonces a G se le llama la solucion general; una solucion que 
se obtenga a partir de G, dando valores particulares a los C t , se le llama una 
solucion particular; una solucion que no pueda obtenerse a partir de la 
solucion general se le llama solucion singular. 

Verenros nras adelante que la solucion general a una E.D. lineal de orden n 
tiene n parametros. En las E.D. no lineales a veces no es posible obtener 
explicitamente una solucion general. 

Ejemplo 14. y = Cx 4 es solucion general de xy' — dy = 0. 

Con C — 1 entonces la solucion particular es y = x A . 
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CAPITULO 1. INTRODUCTION 


Tambien 


f(x) 


x 4 x > 0 

— x 4 x < 0 


es una solution singular, porque no se puede obtener a partir de la solution 
general. 

1.0.1. Ejercicios y problemas: 

1. Comprobar que y — c\ cos hx es solution de y" + 25 y = 0. 

2. Comprobar que y = e~ x2 f* e* 2 dt + c\e~ x 2 es solution de y' + 2 xy = 1. 

3. Verificar que y = x f* dt es solucion de 
xy' = y + rsenr. 

4. Comprobar que y = e~ x4 f* e' 2 dt+Cie ~ x4 es solucion de y'+Ax 3 y = 2x. 

5. Comprobar que y = e~ 2 es solucion de 2 y' + y = 0, tambien y — 0 es 
solucion. 

6. Si y' — xy ^ = 0, 

a) . Comprobar que y — + C) 2 es solucion general. 

b) . Si C = 0 mostrar que y = ^ es solucion particular. 

c) . Explicar porque y = 0 es solucion singular. 

7. Si 1 / = y 2 - 1, 

a) . Comprobar que y = es solucion general. 

b) . Explicar porque y = — 1 es solucion singular. 

8. Si xy' + 1 = e y , comprobar que e~ y — Cx = 1 es solucion general. 

9. Si 2 xy dx + ( x 2 + 2 y) dy = 0, comprobar que x 2 y + y 2 = C\ es solucion 
general. 

10. Si (. x 2 + y 2 ) dx + ( x 2 — xy) dy = 0, comprobar que 
Ci(x + y) 2 = xe* , es solucion general. 




1.1. CAMPO DE DIRECCIONES 
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1.1. CAMPO DE DIRECCIONES 

Dada la E.D. y' = f(x,y ) y sabiendo que la primera derivada representa 
una direccion en el piano XY, podemos por lo tanto asociar a cada punto 
(x,y) una direccion. A este conjunto de direcciones lo llamamos cl campo de 
direcciones o campo pendiente de la E.D. y' = f(x,y). Este campo de di¬ 
recciones nos permite inferir propiedades cualitativas de las soluciones, como 
por ejemplo si son asintoticas a una recta, si son cerradas o abiertas, etc.. 
Con el paquete Maple haremos un ejemplo. 

Ejemplo 15. Hallar el campo de direcciones de la E.D. y' = —2a; 2 + y 2 y 
cuatro curvas solution de la E.D. que pasan por los puntos (0,2), (0, 0), (0,1), 
(0, —1) respectivamente. 

> with(DEtools) : 

DEplot (diff (y(x),x)=-2*x~2+y(x)~2,y(x),x=-2..2, color=black, 
{[0,2],[0,0],[0,1],[0,-1] } ,y=-2..2 ,linecolor=black); 
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Figura 1.1 
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1.2. ECUACION DE CONTINUIDAD 

Para finalizar este Capitulo, es importante hacer un corto comentario so- 
bre la ecuacion de continuidad ; con clla se construyen modelos de fenomenos 
en diferentes areas del conocimiento que dependen del ticmpo, dando como 
resultado una o varias Ecuaciones Diferenciales. La ecuacion de continuidad 
nos dice que la tasa de acumulacion de una variable x en un recipiente (el 
cual puede ser un tanque, un organo humano, una persona, una ciudad, un 
banco, una universidad, un sistema ecologico, etc.) es igual a su tasa de en- 
trada menos su tasa de salida; tanto la tasa de entrada como la tasa de salida 
pueden ser constantes o variables. 

Si la variable es x y la tasa de entrada es E{t) y la tasa de salida es S(t ) 
entonces la tasa de acumulacion es 

f = E(t) - S(t :). 

Ejemplo 16. La concentration de glucosa en la sangre aumenta por ingesta 
de comidas ricas en azucares, si se suministra glucosa a una razon constante 
R (en mg/minuto). A1 mismo tiempo, la glucosa se transforma y se elimina 
a una tasa proportional a la concentration presente de glucosa. Si C{t ) re- 
presenta la concentration de glucosa en un instante t, entonces E{t) = R y 
S{t ) = kC(t), entonces por la ecuacion de continuidad, la Ecuacion Diferen- 
cial que rige este fenomeno es 

= E(t) - S{t) = R - kC(t). 

LLL 




CAPITULO 2 


METODOS DE SOLUCION 


2.1. VARIABLES SEPARABLES 

En esta section trabajaremos primero con las ecuaciones diferenciales 
propiamente de variables separables y lnego las ecuaciones diferenciales ho- 
mogeneas y de coeficientes lineales, las cuales por medio de una o varias 
sustituciones, se pueden reducir a variables separables. 


2.1.1. VARIABLES SEPARABLES 

dy QyXj 

Definition 2.1. Se dice que una E.D. de la forma: — = —— es separable 

ax h(y) 

o de variables separables. 

La anterior ecuacion se puede escribir como h(y) dy = g(x) dx e integran- 
do: 

[ h{y) dy = f g(x) dx + C, 


obteniendose asi una familia uniparametrica de soluciones. 


Nota: la constante o parametro C, a veces es conveniente escribirla de 
otra manera, por ejemplo, multiplos de constantes o logaritmos de const an¬ 
tes o exponenciales de constantes o si aparece la suma de varias constantes 
reunirlas en una sola constante. 
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Ejemplo 1. ^ = e 3x+2y 


Solucion: 


separando variables 


— g3*+2 y _ e 3x e 2y 


( ' ! ! = e 3x dx 
e 2y 


e integrando 


la solucion general es 


■~e~ 2 « + C= — 
2 3 


p3x p 2 y 

— + — = c 

3 2 


Ejemplo 2. ^ = xy 3 ( 1 + x 2 ) 2 , con 7/(0) = 1 


Solucion : separando variables 


y 3 dy = — . dx 

2Vl + ^ 


ld{l + x 2 ) f . u 
-— , < naciendo , 


2 


1 + x 2 

2 xdx 


obtenemos 


e integrando —— 


2 y/u 

1 (1 + x 2 )^ 


^ + C 


solucion general 


■— = VT+tf + c. 
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Cuando x — 0, y — 1 


1 

2x1 



luego C = -p 
La solucion particular es 



2.1.2. Ejercicios y problemas: 

Resolver los siguientes ejercicios por el metodo de separation de variables: 

1. (Ay + yx 2 ) dy — (2x + xy 2 ) dx = 0 
(Rta. 2 + y 2 = C(A + x 2 )) 

2. y' + y 2 senx = 0 

(Rta. y = — cos ^ +e , y = 0 es solucion singular) 

3. 3e x tan y dx + (2 — e x ) sec 2 y dy = 0 
(Rta. (2 — e 1 ) 3 = C tany, con x ^ In 2 ) 

4. y'senx = ylny, si y (|) = e 

(Rta. In y — ± (esc x — cot x), con ?/>0yi / 7i7r, n e Z) 

dy xy + 3x — y — 3 
dx xy — 2x + Ay — 8 

(Rta. |^|| 5 = |Cj e 27- *, x ^ —4, y ^ 2,-3, y = — 3 es solucion 
singular) 

6. x 2 y' = y — xy , si y(—1) = —1 

/ y — 1 \ 

(Rta. |xy| = e. v \ con x ^ 0, y ^ 0) 


7. 


Hallar la solucion general de la E.D. ^ — y 2 = —9 y luego hallar en 
cada caso una solucion particular que pase por: 


a) (0,0), b) (0,3), c) Q,l), d) (1,-3), e) (0,5) 


(Rta. a) jgf = 

e) jgf = \^) 


c , b) y = 3, c) jLf = —|e 2 e 6 *, d) y = 
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8. Se suministran bacterias como alimento a una poblacion de protozoa- 
rios a una razon constante p. Se ha observado que las bacterias son 
devoradas a una tasa proporcional al cuadrado de su cantidad. Si c(t) 
es la cantidad de bacterias en el instante t, hallar la E.D.; determinar 
c(t) en funcion de c(0); ^cual es la concentration de equilibrio de las 
bacterias, es decir, cnando c'(i) = 0 ? 

(Rta.: e 2 y/kjlt , conc entracion de equilibrio c = 

v/f) 

9. Resolver por variables separables: a \x^ + 2 y\ — xy^ en y — a y 
x = 2a. 

(Rta.: yx 2 = ye«) 

2.1.3. ECUACIONES HOMOGENEAS 

Definicion 2.2. f(x, y ) es homogenea de grado n si existe un real n tal que 
para todo t ^ 0: f(tx,ty) = t n f(x,y). 

Ejemplo 3. f(x, y) = x 2 + xy + y 2 es homogenea de grado dos. 

Definicion 2.3. Si una ecuacion en la forma diferencial : 

M{x , y) dx + N (x, y) dy = 0 

tiene la propiedad que M ( tx , ty) = t n M(x, y) y N(tx, ty ) = t n N(x, y), enton- 
ces decimos que es de coeficientes homogeneos o que es una E.D. homogenea. 

Siempre qne se tenga una E.D. homogenea podra ser redncida por medio 
de una sustitncion adecnada a una ecnacion en variables separables. 

Metodo de solucion: dada la ecnacion 

M(x, y) dx + N (x, y) dy = 0 

donde M(x,y) y N(x,y) son funciones homogeneas del mismo grado; rne- 
diante la sustitucion y = ux con x ^ 0 6 x — yv con y ^ 0 (donde u 6 v 
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son nuevas variables dependientes), puede transformarse en una ecuacion en 
variables separables. 

Nota: si la estructura algebraica de N es mas sencilla que la de M, en- 
tonces es conveniente usar las sustitucion y = ux. 

Si la estructura algebraica de M es mas sencilla que la de N, es conveniente 
usar la sustitucion x = vy. 

Ejemplo 4. Resolver por el metodo de las homogeneas, la siguiente E.D.: 
(x + ye*) dx — xe * dy = 0, con y(l) = 0. 

Solucion : 

(x + ye*) dx — xe * dy = 0 donde 

homogenea de grado 1 homogenea de grado 1 

/• \ S \ 

M(x, y) = x + ye* y N(x,y) = —xe* 

Como N es mas sencilla que M, hacemos la sustitucion: y = ux, por tanto 
dy — udx + xdu 
Sustituyendo en la E.D. 

(x + uxe * ) dx — xe * (u dx + x du ) = xdx — x e du = 0 
luego xdx = x 2 e u du, separando variables y considerando x ^ 0, obtenemos, 

— = e u du => In \x\ = e u + C 
x 

Por lo tanto la solucion general es 

y 

In |x| = e* + C 

Para hallar la solucion particular que pasa por el punto y(l) = 0, susti- 
tuimos en la solucion general y obtenemos: 

In 1 = e? + C =>• 0 = 1 + C de donde C = — 1 

Por lo tanto, 

y 

In \x\ = e^ — 1 


es la solucion particular 
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Ejemplo 5. ( x 2 y 2 — 1 )dy + 2 xy 3 dx = 0 (ayuda: hacer y = z a y calcular 
a para convertirla en homogenea) 

Solucion : 

No es homogenea; hagamos y = z a y hallemos a de tal manera que la E.D.O. 
se vuelva homogenea, tenemos que dy = az a ~ 4 dz 

{x 2 z 2a - 1 )az a ~ 1 dz + 2 xz 3a dx = a(x 2 z 3a ~ 1 - z a ~ l )dz + 2 xz 3a dx = 0 ( 2 . 1 ) 

suma de exponentes en los terminos: 2+3a—1, a— 1 y l+3o; respectivamente. 

Analisis de exponentes para que se cumpla la homogeneidad: 

1 + 3a = 2 + 3a — 1 = a — 1, se concluye a = — 1 

Sustituyo en la E.D. (2.1): 

(—1 )(x 2 z~ 2 — 1 )z~ 2 dz + 2 xz~ 3 dx = (—x 2 z~ 4 + z~ 2 ) dz + 2 xz~ 3 dx = 0 
es homogenea de orden — 2 . 


La sustitucion mas sencilla es x = uz => dx = u dz + z du. 


(—u 2 z 2 z 4 + z 2 ) dz + 2uzz 3 (u dz + z du) = 

(— u 2 z ~ 2 + £ -2 + 2 u 2 z~ 2 ) dz + ( 2 uz~ 4 ) du = ( u 2 z ~ 2 + z~ 2 ) dz + ‘luz^ 1 du = 


z 2 {u 2 + 1 ) dz + 2uz 1 du = 


z 2 dz 2 u dz 2 u 

——j- + —5 -- du = -b —- du = 0 

z 1 u z +1 z u z +1 


e integrando: In \z\ + ln(w 2 + 1 ) = In \ C\ 


In \z(u 2 + 1)| = In IC'I =► |z| (u 2 + 1) = \C\ 
reemplazo u — - y tenemos, tomando z ^ 0 



Como y = z 1 o sea que z = y ', entonces ^ (( xy) 2 + l) = \C\ 
luego, para K > 0 


x 2 y 2 + 1 = \Cy\ = K\y\ 


ky , si y > 0 
— ky , si y < 0 ’ 


es la solucion general. Observese que tambien y = 0 es solucion y es singular. 




2.1. VARIABLES SEPARABLES 


13 


2.1.4. Ejercicios y Problemas: 

Resolver los siguientes ejercicios por el metodo de las homogeneas, 6 con- 
vertirla en homogenea y resolverla segun el caso: 

1 . (y + x cot -) dx — x dy = 0 . 

(Rta.: C = x cos |) 

2 . (x + \Zy 2 ~xy)% = y , con y( 1 ) = 1 . 

(Rta.:In 2 |y|=4(«=5)) 

3. (x — y cos -) dx + x cos ^dy = 0. 

(Rta.: In |x| + sen | = C) 

4. ( x 2 — 2y 2 ) dx + xydy = 0. 

(Rta.: x 4 = C(x 2 — y 2 )) 

5. xy = y + 2xe~. 

(Rta.: In x 2 = e* + C) 

6 . (x + y 3 ) dx + (3 y 5 — 3 y 2 x) dy = 0 , (Ayuda: hacer x = z a ). 

(Rta.: In \C{x 2 + y 6 )\ = 2 arctan 

7. 2(x 2 y + y / T+~ady2) dx + x 3 dy = 0 , (Ayuda: hacer y = z a ). 

(Rta.: x 4 (l + 2 Cy) = C 2 ) 

8 . ycosxdx + (2 y — sen x) dy = 0 , (Ayuda: hacer u = senx). 

, sen x , 

(Rta.: y~ = Ce « ) 

9. y(ln u + 1) dx — x In a dy = 0. 

(Rta.: In |x| - 1 hr (|) = C) 

10 . = oos(“) + *. 

(Rta.: sec(|) + tan(^) = Cx) 

11. Hallar la solucion particular dc la E.D. yx 2 dx — (x 3 + y 3 )dy = 0, donde 

2 /( 0 ) = 1 

(Rta.: In \y\ — |(^) 3 ) 

12. Hallar la solucion particular de la E.D. xy 2 dy — (x 3 + y 3 )dx = 0, donde 

2 /( 1 ) = 0 

(Rta.: In |x| = 1(^) 3 ) 
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13. (y + y/xy)dx — 2 xdy = 0 

(Rta.: x(y/^ — l ) 4 = C, si x > 0,y > 0 y ^(a/J + l ) 4 = C , si 
a: < 0,2/ < 0) 

14. Hallar la solucion particular de la E.D. y(lny — In x — 1 )dx + xdy = 0, 
donde y(e) = 1 

(Rta.: x( In y — lux) = —e) 

15. Si M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 es homogenea entonces haciendo las sus- 
tituciones x = r cos 6 y y = r sen 6 convierten la Ecuacion Diferencial 
en una Ecuacion de variables separables. 

16. Si M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 es homogenea entonces la Ecuacion Dife¬ 
rencial se puede trasformar a una ecuacion de la forma 



2.1.5. E.D. DE COEFICIENTES LINEALES 

Una Ecuacion Diferencial de la forma ^ = /' ( ax+b y +c ) se puede conver- 
tir en una Ecuacion Diferencial homogenea, haciendo uno de los siguientes 
carnbios de variable: 

1. Si (h, k ) es el punto de interseccion entre las rectas: 

ax + by + c = 0yax + f3y + , y = 0 

entonces se hace la sustitucion: x = u + hyy = v + kyse consigue la 
ecuacion homogenea: 

( au + bv)du + (cm + j3v)dv = 0 

2 . Si las dos rectas no se intersectan (o sea son paralelas), entonces 

ax + f3y = n(ax + by) 

y por tanto se hace la sustitucion z = ax + by, lo cual quiere decir 
que ax + (3y = nz, esta sustitucion convierte la E.D. en una E.D. de 
variables separables. 
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2.1.6. Ejercicios y Problemas: 

Resolver por cl metodo anterior: 

1. (x — y + 1) dx + (x + 2y — 5) dy = 0 

(Rta.: (x - l ) 2 + 2 (y - 2 ) 2 = ) 

2 dy_ _ 2y—x+b 

dx 2x—y—4 

(Rta.: (x + y + l ) 3 = C(y — x + 3)) 

3. (x — 2y + 4) dx + (2x — y + 2) dy = 0 
(Rta.: (x + |/- 2) 3 = C 2 (a: — y + 2 )) 

4. (x + y + l ) 2 dx + (x + y — l ) 2 dy = 0 

(Rta.: 4x = — |(x + y) 2 + 2(x + y) — In \x + y\ + C ) 

5. (x + y + 1) dx + (2x + 2y — 1) dy = 0 
(Rta.: 4 — x — 2 t/ = 31n \2 — x — y\ + C) 

6 . (x + y — 2) dx + (x — y + 4) dy = 0 

(Rta.: C = 2{x + l)(j/ - 3) + (x + l ) 2 - (y - 3) 2 ) 

7. (x — y — 5) dx — (x + y — 1) dy = 0 
(Rta.: (x + y — l ) 2 — 2(x — 3 ) 2 = C) 

8 . (2x + y) dx — (4x + 2y — 1) dy = 0 

(Rta.: x = §(2x + ?/) - ^ ^ In |5(2ic + y) - 2| + C) 


2.2. ECUACIONES EXACTAS 

En esta section trabajaremos dos casos, primero las ecuaciones diferencia- 
les qne son propiamente exactas y luego los casos que se pueden trasformar 
en ecuaciones exactas. 

2.2.1. ECUACIONES EXACTAS 


, df df 

dz = —— dx + — dy 
ox ay 


Si z = f(x,y), entonces 
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es la diferencial total de /; pero si z = c = f(x,y ) (familia de curvas unipa- 
rametricas en el piano XY ), entonces 

dz = 0 = -J- dx + -J- dy. 
ox dy 

Definicion 2.4. La forma diferencial Ad(x,y)dx + N(x,y)dy es una dife¬ 
rencial exacta en una region R del piano XY si corresponde a la diferencial 
total de alguna funcion f(x,y). 

La ecuacion M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0, es exacta si es la diferencial 
total de alguna funcion f(x,y ) = c. 


Teorema 2.1 (Criterio para E.D. exactas). 

Si M(x, y) y N(x, y) son continuas y ticnen derivadas parciales de primer 
orden continuas en una region R del piano XY, entonces la condicion nece- 
saria y suficiente para que la forma diferencial 

M(x, y ) dx + N(x, y) dy 

sea una diferencial exacta es que 

dM _ ON 
dy dx 

Demostracion: como M(x, y) dx + N(x, y) dy es una diferencial exacta, en¬ 
tonces existe una funcion f(x,y ) tal que: 

d f d f 

Ad 0, y) dx + N(x, y)dy = — dx+ — dy = d f(x, y) 

luego 

d f d f 

M ^' y)= di' N i X i y ) — ~^y 

por tanto, 

dM _ d 2 f _ d 2 f _ dN 
dy dydx dxdy dx 

La igualdad entre las derivadas cruzadas se produce porque M y N son 
continuas con derivadas de primer orden continuas. 
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Metodo . Dada la ecuacion M(x, y ) dx + N(x, y ) dy = 0, hallar una funcion 
f(x, y) = C tal que 

— = M y = N 
dx dy 

i) Comprobar que es exacta, es decir, verificar que ^ 

ii) Suponer que = M(x,y) y luego integrar con respecto a x dejando a 


y constante: 


f(x,y)= / M(x,y)dx + g(y) 


iii) Derivar con respecto a y la ecuacion (2.2) 


despejar 


d f d f 

~dy = ~dy J M(X ’ ^ + = iV ^’ ^ 


t/(y) = N(x,y) - — J M(x,y) dx 


Esta expresion es independiente de x, en efecto: 

d \ d i 1 dN d d f 

— N(x, y) — — / M(x, y) dx =- -— — / M(x,y)dx 

dx I dy J J dx dx dy J 

dN d d f dN d 

= N~ ~ V 7T / M(x,y)dx=K r ~-?-M(x,y) = 0 
dx dy dx J dx dy 

iv) Integrar la expresion (2.3) con respecto a y y sustituir en (2.2) e igualar 
a C. ^ U 

Nota: en ii) se pndo haber comenzado por = N(x,y). 

Ejemplo 6 . Resolver la siguicnte E.D.: 

(2 xy 2 + ye x ) dx + (2 x 2 y + e x — 1 ) dy = 0 
Solution: 

paso i) 

— 4 X?/ + e® 1 

dy y + \ A A A dM dN 

m . J dedollde ^ = & 


— = fay + e d 
dx 




18 


CAPITULO 2. METODOS DE SOLUCION 


paso ii) 


f(x, y) = / N(x,y)dy + h(x) = {2x 2 y + e x - 1) dy + h{x) 


paso iii) 


= arjf + ye x — y + h{x) 


— — M = 2 xy 2 + ye x 
ox 

df 

—— = 2 xy 2 + ye x + h'(x) => h'(x ) = 0 
ox 

paso iv) h(x) = C 

paso v) sustituyo h(x) en el paso ii): 

x 2 y 2 + ye x - y + C x = C 

x 2 y 2 + ye x — y = C 2 Solucion general 

Ejemplo 7. Hallar cl valor de b para que sea exacta la E.D.: 

{xy 2 + bx 2 y ) dx + {x + y)x 2 dy = 0. 

Solucion: 

Como ^ = 2 xy + bx 2 y ^ = 3a; 2 + 2a;r/ entonces 6 = 3, por lo tanto 

df 22 

— = a;r/ 2 + 3a; 2 r/ 

Ox 

df 3 2 

— = x +x y 
dy 

integramos (2.4): 


f{x, y) = J {xy 2 + 3a; 2 ?/) da; + c/(r/) = y 2 — + x 3 y + c/(r/) 

derivanros (2.6) con respecto a y 

w- = yx 2 + x 3 + g'{y) 
dy 
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2.2.2. Ejercicios y problemas: 

1. Resolver la siguiente E.D. por el metodo de las exactas : 

(tan x — sen x sen y ) dx + cos x cos y dy = 0. 

(Rta.: f(x,y) = cosxseny — In |cosa;| — C) 

2. Resolver la siguiente E.D. por el metodo de las exactas: 

(y 2 cos x — 3 x 2 y — 2x) dx + (2 y sen x — x 3 + In y) dy = 0, con r/(0) = e. 
(Rta.: f(x, y) = y 2 sen a; — x 3 y — x 2 + y(lny — 1) = 0) 

3. Determinar la funcion M(x,y) de tal rnanera que la siguiente E.D.O 
sea exacta: M ( x, y) dx + ( xe x y + 2 xy + |) dy — 0, 

(Rta.: M(x, y) = \y 2 e x (x + 1) + y 2 - ^ + g(x)) 

4. Determinar la funcion N(x,y) para que la siguiente E.D. sea exacta: 

( y^x~^ H-— ) dx + N(x, y) dy = 0 

V x 2 + y J 

(Rta.: N(x,y) = x^y~^- + \{x 2 + y)~ l + g(y)) 

5. Resolver por cl metodo de las exactas la siguiente E.D.: 

(2 xy 2 + ye x ) dx + (2 x 2 y + e x — 1) dy = 0 
(Rta.: f(x, y) = y(x 2 y + e x - 1) = C) 
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6. Resolver por cl rnetodo de las exactas la siguiente E.D.: 

(2x — y sen xy — 5 y 4 ) dx — (20 xy 3 + x sen xy) dy = 0 
(Rta.: f(x, y) = x 2 + cos (xy) — 5 y 4 x = C) 

7. Resolver por el rnetodo de las exactas la siguiente E.D.: 

(sen xy + xy cos xy) dx + ( x 2 cos xy) dy = 0 
(Rta.: f(x,y) = a; sen (xy) = C) 

8. Resolver por el rnetodo de las exactas la siguiente E.D.: 

(ye xy + Ay 3 ) dx + (xe xy + 12 xy 2 — 2 y) dy = 0, con y( 2) = 0 
(Rta.: f(x, y) = e xy + 4 xy 3 — y 2 = 1) 

9. Resolver por cl rnetodo de las exactas la siguiente E.D.: 

(1 — sen x tan y) dx + cos x sec 2 y dy = 0 
(Rta.: f(x, y) = cos x tan y + x = C) 

2.2.3. FACTORES DE INTEGRACION 

Definicion 2.5 (Factor Integrante F.I.). Sea la E.D. 

M (x, y) dx + N(x, y) dy = 0. 

Si n(x , y) es tal que 

v(x, V ) M(x, y) dx + fi(x, y) N(x, y) dy = 0 

es una E.D. exacta, entonces decimos que n(x , y) es un factor integrante 
(F.I.). 

Ejemplos de algunas formas diferenciales que son exactas. 

Ejemplo: x dx + y dy es la diferencial de |(x 2 + y 2 ) ya que d (| (x 2 + y 2 )) = 
x dx + y dy. 
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Analogamente: para xdy + ydx — d(xy ). 

Pero py dx + qx dy no es exacta, la expresion p(x, y) = es un 

factor integrante. 

Para ydx — x dy , las expresiones: 


1 _ 1 _ 1 _ 1 
d ■> ' d o 1 d id 9 i 9 1 d 

y z x z xy x z + y z 


x 2 -dy 2 ' ax 2 + bxy + cy 2 


son factores integrantes. 

Teorema 2.2 (Teorema del Factor Integrante). 

Sea M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 una E.D. y p(x, y) un factor integrante, con 
Ad, N y p continuas y con primer as derivadas parciales continuas , entonces 


d M d N dp ,, dp 

^ dy dx dx dy 


Demostracion: si p es tal qne pM dx + pN dy = 0 es exacta y p , M, N 
tienen primeras derivadas parciales continuas, entonces: 


o sea que 


luego 


dM dp dN dp 
l> ldy + M ~dy = ^ + 


dM dN jydp \/^d jy dp M dp 

^ dy dx dx dy dx N dy 


corno = — 77 , entonces: 


dM dN jy dp dy dp 

^ dy dx dx dx dy 


ya que si p = p(x, y) y y = y(x) entonces p(x, y) = p(x) o sea qne: 
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y por tanto 


Nota. 

dM ON 

1. Si 8y Ar dx = 


dy ‘ )l ' dx - dy 
dx dy 


dy dy dy dy 
dx dx dy dx 


si = /(•'•)• 

entonces yf(x) = ^ y por tanto f(x)dx = 
luego y = keJ f( x ) dx ^ tomando k — 1 se tiene y = e-f 


oivi _ ai\ 

2 . Similarmente, si ° l '_ = y(y), entonces y = 9 ^ dy . 

Ejemplo 8. (2 xy 2 — 2 y) dx + (3 x 2 y — Ax) dy = 0. 

Solution: 

, « , dM 

M(x , y) = 2 xy" — 2y =>■ —— = Axy — 2 


luego 


por tanto 


luego 


N(x, y) = 3 x 2 y — Ax =>■ —— = 6xy — A 


dM dN 

-7,-= ti2:ry + 2 

dy dx 


-2a;y + 2 2(-xy + l) 

—M —2 xy 2 + 2y 2 y(—xy + 1) 


y(y) = - => F.J. = **(y) = = e ln W = |y| = ±y 

y 

tomamos el F.I.= y y multiplico la E.D. original por y: 

( 2xy 3 — 2y 2 ) dx + (3 x 2 y 2 — Axy) dy = 0 
el nuevo M(x, y) = 2a;y 3 — 2y 2 y el nuevo jV(:c, y) = 3a; 2 y 2 — Axy 
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Paso 1. 


—— = 6 xy 2 - 4 y, 
dy 


— = 6 xy* - 4 y 
ox 


luego es exacta. 


Paso 2. 


f(x, y) = / (2xy - 2 y )dx + g(y) = x y - 2 xy + g(y) 


Paso 3. Derivando con respecto a y: 


N = 3 x 2 y 2 — Axy — — — 3 x 2 y 2 — 4 xy + g'(y) 
dy 

luego g'(y) = 0 

Paso 4. g{y) = k 

Paso 5. Reemplazo en el paso 2. 

f(x, y) = x 2 y 3 — 2 xy 2 + k = c 

luego x 2 y 3 — 2 xy 2 = k\ que es la solution general. 

Ejemplo 9. xdy — ydx = (6a; 2 — 5 xy + y 2 ) dx 
Solution: 

y xdy-ydx 
como d{—) — --- 


entonces dividimos a arnbos lados de la E.D. por x 2 , luego 


x dy — y dx f 6x 2 — 5 xy + y 


luego 


d{ V -)= ( 6 -5(-) + (-) 2 ) dx, 
x V x x / 


hagamos u = - =>■ du = (6 — 5m + u 2 )dx 
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h '^ 6 . 5u + u ^ dx ■ ( u — 3)(lt — 2) - 

pero por fracciones parciales - -4-- = —A + 

(u — 3) (u — 2) u — 3 u — 2 

o sea que 4 = 1 y 5 = - 1 , por tanto 


= dx 


(u — 3)(u — 2) 


= / dx =$■ 


u — 3 / u — 2 


= In |u—3 1 — In \u— 2 |+ = x+C 


luego 


^^ = e I+c = = Ke x , si x ± 0 => ^= Ke x 

{u - 2 ) (y - 2x) 


Observese que x = 0 es tambien solucion (satisface la ecuacion en forma 
diferencial) y es singular porque no se desprende de la solucion general. 


2.2.4. Ejercicios y problemas: 

En los siguientes ejercicios, hallar el factor integrante y resolver por el 
metodo de las exactas: 

1 . (cos (2 y) — sen x) dx — 2 tan x sen( 2 u.) dy = 0 . 

(Rta senxcos( 2 y) + | cos 2 x = C) 

2 . (3 xy 3 + 4 y) dx + (3 x 2 y 2 + 2x) dy = 0. 

(Rta.: f(x, y) = x 3 y 3 + 2 x 2 y = C ) 

3. 2xy Inydx + ( x 2 + y 2 \Jy 2 + 1) dy = 0. 

(Rta.: f(x,y) = x 2 In y + |(y 2 + 1)1 = C) 

4. (2 wz 2 — 2z) dw + (3 w 2 z — 4w) dz = 0. 

(Rta.: w 2 z 3 — 2 z 2 w = C) 

5. e x dx + ( e x cot y + 2y esc y)dy = 0 
(Rta.: f(x, y) = e x sen y + y 1 = C) 

6 . x dy + y dx = ( x 3 + 3 x 2 y + 3 xy 2 + y 3 )(dx + dy). 

(Rta.: xy = \{x + y ) 4 + C) 
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7. xdy — y dx = (2a ; 2 + 3y 2 ) 3 (2xdx + 3ydy). 

(Rta.: y|tan _1 (^| = |(2a ; 2 + 3y 2 ) 3 + C) 

8 . ydx + (2x — ye v ) dy = 0 . 

(Rta.: y 2 x — y 2 e v + 2 ye y — 2e y = C) 

9. (xy — 1 )dx + ( x 2 — xy)dy = 0. 

(Rta.: f(x, y) = xy — In |x| — %- = (7) 

10 . yda; + ( x 2 y — x)dy = 0 . 

(Rta.:/(*,y) = -J| + ^ = C') 

11 . (2xy — e~ 2x )dx + xdy = 0 . 

(Rta.: f(x, y) = ye 2x — In |x| = C) 

12 . ydx + ( 2 xy — e~ 2y )dy = 0 . 

(Rta.: f(x, y) = a;e 2?; — In |y| = C) 

13. (x + y)da; + x In xdy = 0 . 

(Rta.: f(x,y ) = a; + yin a; = C) 


14. Hallar la solution particular que pasa por el punto 
y(l) = —2, de la E.D. 

dy 3 x 2 y + y 2 

dx 2x 3 + 3 xy 

(Rta.: x 3 y 2 + y 3 x = —4) 

15. xdx + y dy = 3 \Jx 2 + y 2 y 2 dy. 

(Rta.: ^Jx 2 + y 2 = y 3 + C) 

16. Ay dx + xdy = xy 2 dx. 


(Rta-= -4 - = c) 


17. Si 


My ~N X 

W^M = ^ 


entonces y = F.I. = ef ^ ds , donde £ = 


18. Bajo que condiciones Mdx + Ndy = 0 tendra un F.I.= y(x + y) 

(Rta.: = f(x + y )) 

19. Si Mdx + Xdy = 0 es homogenea, entonces y(x,y) = N 
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2.3. E.D. LINEAL DE PRIMER ORDEN 

En esta section abordaremos el caso de la ecuacion diferencial lineal de 
primer orden y luego la ecuacion de Bernoulli, la cnal con un carnbio de 
variable se trasforma en la ecuacion lineal de primer orden. 

2.3.1. E.D. LINEAL DE PRIMER ORDEN 

Definition 2.6. Una E.D. de la forma: 

ar(x)^ + a 0 (x)y = h(x), 

donde a±(x) ^ 0, en I y ai(x), ao(x), h(x) son continues en I, se le llama 
E.D. lineal en y, de primer orden. 
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y por tanto fi = e^ p ^ dx = F.I.\ multiplicando (2.9) por cl F.I. : 

e fp(x)dx^y + p ( x } ye fp(x)dx = Q( x } e fp(*)dx 

LLJy 

o sea dL(yef p ( x ') dx ) = Q(x)e^ p ^ dx e integrando con respecto a i se tiene: 

y e ^ = j Q{x) e^ dx + C 

Observese que la expresion anterior es lo misrno que: 

yFL = f Q{x) FL dx + C 

Ejemplo 10. Hallar la solucion general de la E.D.:(6 — 2/iv)^ + z/ 2 = 0 


Solucion: 


que es lineal en /i con 


d/i 6 — 2/i/y 

d/i 6 2/i 

dz/ z/ 2 i/ 

dn 2 /j 6 

dz/ z/ z/ 2 


pH = Q(u) = 


F I — e f P( u )dF _ e S-pdu _ g— 2 In \u\ _ gin \i/\ 2 _ ^-2 _ _ 


La solucion general es 


4.= / A-Aa'+c 


z/ 2V z/ 2 


—/i = —6 / z/~ 4 dz/ + C = —6—— + C 


/i 2 „ 2 „ 2 

—r — —“ + C /i —-h 


Z / 2 Z / 3 


Z/ 
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que es la solucion general. 

Ejemplo 11. Hallar una solucion continua dc la E.D.: ^ + 2 xy = /(x) 


donde f(x) = 

y 2/(0) = 2 


x , 0 < x < 1 

0 , x > 1 


Solucion: 


F I . e f2xdx = £ x 2 ^ e x 2 y = / e x 2 f( x } dx + C 


a), si 0 < x < 1 : e x2 y = f e x2 x dx + C 

e x2 y = \ J e x2 2xdx+C = ^e x2 +C, que es la solucion general. Hallemos 
C con la condition incial 


y(0) = 2 =► e° 2 = |e° + C =► C = § 
luego y = £ + ^e -x , solucion particular. 

b). si x > 1 : F.I.y = J F.J. 0 da: + C 
e x2 y = 0 + C =>• y = Ce _a:2 


f 1 i 3 -a; 2 

Solucion general: /(x) = < 2 


0 < x < 1 
x > 1 


Busquemos C, de tal manera que la funcion /(x) sea continua en x = 1. 
Por tanto 

+ \ e ~ x2 ) = /(!) = 2 /(!) 


a;—>1 v 2 2 

11 - + -e” 1 

_ i f p -i _ r'p-' => r - 2 2 

2 + 2 e - Le . e -1 


1 3 

- 2 6 + 2 


Ejemplo 12. Con un carnbio de variable adecuado transformar la E.D.: 
y' + x sen 2 y = xe -a;2 cos 2 y 

en una E.D. lineal de primer orden y luego resolver la. 

Solucion. Lo trabajamos mediante cambios de variable. 

Dividiendo por cos 2 y: 

1 dy x (2 sen y cosy) _ x i 


-- + 

cos 2 y dx 


cos 2 y 
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2 dy _ _a;2 

sec y— —(- 2x tan y = xe 
dx 

hagamos el siguiente carnbio de variable: t = tan y, por lo tanto 

dt 2 dy 

— = sec y—. 
dx dx 


Sustituyendo 


Resolvicndola 


— + 2 xt = xe x2 , es lineal en t con 
dx 


p(x) = 2x, Q{x) = xe~ 


F.I. = ef 2xdx = e x 


t F.I. = / F.I.Q(x)dx + C 


te x = e x \xe~ x )dx + C 


~2 X 


=» tan ye x = — + C 


2.3.2. ECUACION DIFERENClAL DE 
BERNOULLI 

Definicion 2.7. Una E.D. de la forma ^ + p(x)y = Q(x)y n con n ^ 0 y 
n / 1, se le llama una E.D. de Bernoulli. Observese que es una E.D. no lineal. 

La sustitucion w = y x ~ n convierte la E.D. de Bernoulli en una E.D. lineal 
en w de primer orden: 


——(- (1 — n)p(x)w = (1 — n) Q(x). 

Ejemplo 13. xy( 1 + xy 2 )^ = 1 con y( 1) = 0. 

Solution: 

£ = xy(iW) =* i = x yO- + x v 2 ) = x v + 


xy — £ 2 y 3 


(2.10) 
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tiene la forma de Bernoulli con variable dependiente x, con n — 2 
Hagamos w = x 1-2 = x -1 x = w^ 1 

dx _ 2 dw 

dy dy 

sustituimos en (2.10): —— yw~ l = y 3 w~ 2 

multiplicamos por — w 2 : ^ + yw = — y 3 , lineal en w de primer orden. 
luego p(y) = y; Q(y) = -y 3 

2 

F.I. = e$ p ^ dy = e f ydy = e ^ 
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con 2 /( 0 ) = 0 . 


(Rta.: y(x) = 


_ J 2(fer si o < x < l 


j_ i_ 

2(l+x 2 ) " r 1+x 


+ TTZ 2 , si X > 1 


2. Hallar la solucion de la E.D.: ^ con y( 5) = 2 

ax y—x & \ j 


(Rta.: xy = \ + 8 ) 


3. Resolver para <p(x) la ecuacion f* ip(ax) da = rup(x) 

(Ayuda: con un carnbio de variable adecuado transforme la ecuacion 
en una E.D. lineal de primer orden.) 

(Rta.: ipix) = C |a;| ( n ) 


4. Hallar la solucion de la E.D.: y' — 2 xy = cosx — 2x sen x donde y es 
acotada cuando x —» oo. 

(Rta.: y = sen a;) 


5 . Hallar la solucion de la E.D.: 2y/x y' — y = — sen \fx — cos yfx 
donde y es acotada cuando x —> oo. 

(Rta.: y = cos t/x) 

6 . Resolver la E.D.: (x + 2 ) 2 ^ = 5 — 8y — 4 xy. 

(Rta.: y(2 + a :) 4 = |(2 + x) 3 + C ) 

7 . Resolver la E.D y - x& = %■ y 2 e y . 

(Rta.: ^ = e y + C) 

8 . El suministro de glucosa al torrente sangumeo es una tecnica importan- 

te para detectar la diabetes en una persona. Para estudiar este proceso, 
definimos G(t) corno la cantidad de glucosa presente en la sangre de 
un paciente en el tiempo t. Suponga que la glucosa se suministra al 
sistema sangumeo a una tasa constante ^ nrisrno tiempo la glu¬ 

cosa se transforma y se separa de la sangre a una tasa proporcional a 
la cantidad de glucosa presente. Construir la E.D. y resolverla. Hallar 
G(t) cuando t oo. 


9. Hallar la solucion general en ter m i n os de f(x), de la E.D.: 


d V 2 fix) 

dx f(x) 


y = f(x) 
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(Rta.: y = \f(x) + 

10. Hallar la solucion general de la E.D.: (x + 1 )y' + (2x — 1 )y = e~ 2x . 
(Rta.: y = — \e~ 2x + Ce~ 2x (x + l) 3 ) 

11. Hallar la solucion particular de la E.D.: y' + y = 2xe~ x + x 2 si, y(0) = 5 
(Rta.: y = x 2 e~ x + x 2 — 2x + 2 + 3e~ x ) 

12. Hallar la solucion particular de la E.D.: (1 — 2 xy 2 )dy = y 3 dx si y(0) = 1 
(Rta.: xy 2 = In y) 

13. Hallar la solucion particular de la E.D.: 2^ = - — \ con y(l) = 1. 
(Rta.: y 3 = —3a ; 2 + 4xi) 

14. Hallar la solucion general de la E.D :.y' = 

(Rta.: x 3 = — y — 2 + Ce y ) 

15. Hallar la solucion general de la E.D.: tx 2 ^ + x 3 = t cost. 

(Rta.: x 3 t 3 = 3(3(t 2 — 2) cos t + t(t 2 — 6) sent) + C) 

16. Hallar la solucion general de la E.D.: y' = r 2 y +y 3 • 

(Rta.: x 2 + y 2 + 1 = Ce y2 ) 

17. Hallar la solucion general de la E.D.: xy' + y — x A y 3 . 

(Rta.: y~ 2 = —a ; 4 + cx 2 ) 

18. Hallar la solucion general de la E.D.: xy 2 y' + y 3 = 

(Rta .: x 3 y 3 = 3x sen x + 3 cos x + C) 

19. Hallar la solucion general de la E.D.: x 2 y' — y 3 + 2xy = 0. 

(Rta.: y~ 2 = £ + Cx 4 ) 

20. Hallar la solucion particular de la E.D. ^ — ^x = y/y(^)C tal que 

1 /( 1 ) = 1 

(Rta.: y 3 = x) 

21. Hallar y(x) en funcion de }{x) si ^ + fix) y = f(x)y 2 
(Rta.: y = ( 1 _ c J f(x) dx) ) 
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2.4. E.D. NO LINEALES DE PRIMER OR¬ 
DEN (Tema opcional) 

Sea 

F(x,y,y') = ( y') n + oq (x, y)(y') n ~ l + • • • + a n -i(x,y)y' + a n (x,y) = 0, 

donde a* (x, y ) para i = 1. .. n son funciones reales y continuas en una region 
R del piano XY. 

Casos: 

i) Se puede despejar y'. 

ii) Se puede despejar y. 

iii) Se puede despejar x. 

Caso i). Si hacemos p = ^ = y', entonces 

P n + ai(x, y)p n ~ 1 + a 2 (x, y)p n ~ 2 + ... + a n _ i(x, y)p + a n (x, y) = 0. 

En caso que sea posible que la ecuacion anterior se pueda factorizar en 
factores lineales de p, se obtiene lo siguiente: 

(P - fi(x, y))(p ~ f 2 (x, y))...(p- f n (x, y)) = 0, 

donde f t (x, y) para i — 1 ,..., n son funciones reales e integrables en una re¬ 
gion R del piano XY. 

Si cada factor tiene una solution <pi(x, y, c ) = 0, para i — 1,_, n. 

entonces la solution general es n; L Jfii(x,y,c) = 0. 

Ejemplo 14. (i/ — sen x)((y') 2 + (2x — In x)y' — 2x In x) = 0. 

Solution: 

(p — sen x) ( p 2 + (2x — In x)p — 2x In x) = 0 
(p — sen x) [p + 2x) (p — In x) — 0 

Para el factor p — sen x = 0 =>■ ^ — sen x — Q => dy — sen x dx => 
y = — cos x + C 
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4>i (x, y, C) = 0 = y + cos x — C 
Para cl factor p + 2 x = 0 ^ = — 2x dy = —2x dx 


=>• y = —x 2 + C =>■ 0 2 (^, y, C) = 0 = y + x 2 — C 
Para cl factor p — In x — 0 =>• ^ = In x => dy = In x dx 


y = I In x dx + C, 


e integrando por partes: 


y = / In x dx + C — x In x — / x— dx — x In x — x + C 


4>3(x, y,C) = 0 = y — x In x + x — C 
La solution general es: nlM*,v,c) = o 

(y + cos x — C) (y + x 2 — C) (y — x In x + x — C) = 0 

Caso ii). Son ecuaciones de la forma F(x,y,p ) = 0 y de la cual puede 
despejarse y, es decir: y = f(x,p), donde x y p se consideran corno variables 
independientes, la diferencial total es: 

, df df 
dy = — dx + — dp 
ox op 


luego 


o sea que 


dy = = df_ + d^dp 
dx dx dp dx 


0 = (^f-p) + = 9(x,p,p'), donde p' = 'j- 

\dx J dp dx dx 


df \ df 

- - p dx + -f- dp = 0 

dx J dp 


y por tanto 
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es una E.D. de primer orden en x y p. Generalmente (teniendo buena suerte) 

g(x,p,p') = 0 

se puede factorizar, quedando asf: g(x,p,p') = h(x,p,p') 0 (x,p) = 0 . 


a) Con cl factor h(x,p,p') = 0 se obtiene una solucion /?i(x,p, c) = 0, 
se elimina p entre h\(x,p } c) = 0 y F(x,y,p ) = 0 y se obtiene la solucion 
general. 

b) Con 4>(x,p ) = 0 se obtiene una solucion singular, al eliminar p entre 
<j>{x,p) = 0 y F(x,y,p ) = 0. 

Ejemplo 15. y = f(x,p ) = (px + x 2 ) lnx + (px + x 2 ) 2 — donde p = 


Solucion: ^ = v = &£ + 0£4> 

- rlxr. r jj x d x 


si x ^ 0 


V — (p+ 2 x) lnx+(px + x 2 ) —+ 2 (px+x 2 )(p+ 2 x)—x + [xlnx + 2 (px + x 2 )x] — 

x dx 

P — (p + 2x) In x + p + x + 2x{p + x)(p + 2x) — x + [x In x + 2x 2 (p + x)]^ 
0 = ip + 2x) In x + 2x{jp + x){p + 2x) + [x In x + 2x 2 (p + x)}& 

0 = (p + 2 x)[lnx + 2 x(p + x)] + x[lnx + 2x(p + x )]^ 2 


0 = [In x + 2 x(p + x)] p + 2 x + x ^ 2 


0 = h(x,p ), $(x,p,p') 

1) Con cl factor <f>(x,p,p') = p + 2x + x^| = 0 

=>• x[g + p = —2x Y '=> & + 2 = — 2 (dividimos por x) 

E.D.lineal en p, P(x) = Q(x) = —2 

PJ — e JP(x)dx _ e / i dx _ gin |x| _ x 


pF.L = f F.I.Q(x) dx + C 
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px = f x(—2) dx + C — — + C — —x 2 + C 

p = —a; + ^ (dividimos por x) 
luego sustituimos en la E.D. original: 

x 2 

y = (px + x 2 ) In x + (px + x 2 ) 2 —— 

2 

y = (—x 2 + C + x 2 ) lnx + (— x 2 + C + x 2 ) 2 — J — 
solucion general 

r 2 

y = Cln x + C 2 — — 

2 ) h(x, p) — In x + 2x(p + x) = 0 

0 = In x + 2 xp + 2x 2 


2 xp = — In x — 2x 2 


luego p = — ln x 2 2x2 => px = — lnx + 2x2 


sustituyo en la E.D. original: 


y = (px + a; 2 ) In x + (px + a ; 2 ) 2 -= 


In x + 2 a ; 2 2 


+ x In x + 


In x + 2 a ; 2 2 x 2 


— In x — 2x 2 + 2 a; s 


In x + 


— In x — 2 a ; 2 + 2 a ; 2 


In x In 2 x x 2 In 2 x x 2 . „. 

=- 1 -=-( 2 . 11 ) 

2 4 2 4 2 v 

que es la solucion singular. 

Caso iii). Si en la ecuacion F(x,y,p ) = 0, se puede despejar x = g(y,p ) 
con y y p como variables independientes; hacemos % = P, o sea que ^ = 1 
y como 

dx = ^ dy + ^ dp 
ay op 
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luego 


por tanto 


donde p' = 


dx 1 dg dg dp 
dy p dy dp dy 


y--)+y^ = ° = h(y,p,p') 
ay p 1 op dy 


Ejemplo 16. cos 2 /? (^) — 2ag + 2tan/? = 0 


Solution : con p = se tiene: 

cos 2 /? p 3 + 2 tan /? cos 2 /? p 2 tan /? 

« =-o- = -3- + - = 9{P,P) 

2 p 2 p 

y como t + §g entonces 


1 n n 2 sec2 /3 T 2 

- = — cos /? sen /? p H-h p cos /? 


tan/?] dp 

p 2 d/3 


Teniendo en cuenta la identidad: sec 2 0 = 1 + tan 2 0; 


1 ^ ^ 9 1 tan 2 B , _ tan 3 dp 

- = — cos /? sen (3p H - 1 - b p cos /?-— — 

p V V P 1 d/3 


0 = — cos /? sen /? p 2 + 


tan 2 /? 


+ p cos 2 /? 


tan/?] dp 


p 2 J d/? 


0 = — sen /? cos /? p 2 + 


tan 2 /? 1 (" 2 2 tan/?] dp 

-+ - p cos /?-— 

p p |_ p J dp 


0 = tan /? 


— sen/? cos/? p 2 tan/?] 1 


tan /? 


p j p 


tan/?] 1 


+ - p cos /? — 


tan/?] dp 


0 = — tan /? cos 2 /? p 2 --- + - p 2 cos 2 /? 


P J P 


p J d/3 
tan/?] dp 


p J d/3 


0 = cos 2 /? p 2 — 


tan /? 


_ 1 dp 

- tan/J + p + 


0 - ft(/3,p) <p(j3,p,p'), donde p = jp' = | 
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® : <t>(P,P,p') = - tan/3 + - — = 0 

p dp 

1 dp n dp . 

=>■ —— = tan /3 =>■ — = tan /3 d/3 

p dp p 

=>• In \p\ = — In | cos f3\ + In \C\ 

|c| c 

In Ip I = In --— ==>■ p = -donde cos (3 0 

|cosp| cosp 

Sustituyendo en el la E.D. original: 

C 3 Q 

cos 2 (3 p 3 — 2a p + 2 tan (3 = cos 2 f3 —— — 2a:-- + 2 tan [3 — 0 

cos 3 p cos p 

c 3 c 

-- — 2a-- + 2 tan (3 — 0 

cos p cos p 

+ 2 tan f3 

ms n 1 ms n ms n 


cos p cos (3 

2^3 
cos p 


La solucion general es : 


c 3 + 2 sen (3 c 2 sen (3 , 

-S- = 2 + — ; C ^° 


2 o 2 tan/3 


: h((3,p ) = 0 = cos pp 2 — 


2 2 LcU1 P . 3 

cos pp =-=>■ p 


tan (3 o tan [3 
-“ P = — 

p cos^ p 


,/tan B ,/sen (3 1 , /-- sens R 

P = \ -LY = I/ -LY = -o Vsen/ 5 = -^ 

y cos z p y cos' 3 p cos p cos p 

Y sustituyo en la E.D.O. original: 


cos 2 (3 


sen 3 /3\ 


sen 3 B „ 9 ^ sen/3 sen 3 (3 

-®+2 tan (3 = cos 2 /3 —®--2a- 

cos p cos 3 p cos p 


+2 tan /3 = 0 


tan f3 — 2a ——+ 2 tan /3 = 0 
cos p 
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3 tan (3 

2 sen 5 (3 

cos (3 


sen p 
cos f) 

2 sen 3 /} 
cos 3 


3 ^ o 

- sens j 

2 


Siendo esta ultima la solution singular. 


2.4.1. Ejercicios y problemas: 

Resolver por el metodo Caso i). los siguientes ejercicios: 

1. p (;p 2 — 2 xp — 3x 2 ) = 0. 

(Rta.: (y — c)(2y — 3x 2 + c)(2y + x 2 + c) = 0) 


2 . \%) ~ “ 5z/ = °- 

(Rta.: (vp\ — c){yp~i — c) = 0) 


3. ( y') 3 — y{y’) 2 — x 2 y' + x 2 y = 0. 

(Rta.: (x - In \y\ + c)(y + ^ - c)(y - ^ - c) = 0) 


4. n 2 p 2 — x 2n = 0, con n^0yj^=p = y'. 

(^a, (y+^y-c)(y-^y-c) = 0) 


5. x 2 (y') 2 + 2 xyy' + y 2 = xy 

(Rta.: + 


S-S + iKv^-S-i) = °) 


6. Denotando por P cualquier punto sob re una curva C y T el punto de 
intersection de la tangente con el eje Y. Hallar la ecuacion de C si 
PT = k. 

(Rta.:(y + c) 2 = \Jk 2 — x 2 + k In ^ k2 -^ 2 ~ k . con | x | < k,k > 0.) 

Resolver por cl metodo del Caso ii). los siguientes ejercicios, donde p = y-: 


7. xp 2 — 2 yp + 3x = 0. 

(Rta, 2cy = c 2 x 2 + 3, y 2 = 3x 2 ) 

8. y = px In x + p 2 x 2 . 

(Rta, y — c In x + c 2 , y— — | In 2 x) 
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9. y = 5 xp + 5a: 2 + p 2 . 

(Rta.: y = ex — x 2 + c 2 , 4 y + 5x 2 = 0) 

10. p 2 x 4 = y + px. 

(Rta.: y = c 2 -cx~ 1 , y =-^) 

11. 2 y = 8 xp + 4x 2 + 3p 2 . 

(Rta.: 2y = 3(c — x) 2 + 8(c — x)x + 4a: 2 , y = — 

12. y = xp — |p 3 . 

(Rta.: y = cx—^c 3 , y = ±\xi) 

Resolver por el metodo Caso iii). los siguientes ejercicios: 

13. x = y + lnp 

(Rta.: x = y + In |1 + §|) 

14. 4p 2 = 25a: 

(Rta.: (3 y + c) 2 = 25a: 3 ) 

15. 2px = 2 tan y + p 3 cos 2 y 

(Rta.: x = ^r- + y, 8a: 3 = 27 sen 2 y) 

16. 4pa: — 2y = p 3 y 2 

(Rta.: 4c| — 2y=^\ 4a: = 3j/S) 

Ecuacion de Clairaut: y = xy'+f(y')- Por el metodo del caso ii) se muestra 
que su solution general es de la forma: y = cx + /(c), su solution singular se 
consigue eliminando p entre las ecuaciones x + f (p) = 0 y y = xp + f (p) 

17. y = xy' — 

(Rta.: y = cx — |c 3 , y = ±|a: 2 ) 

18. y = xy' + 1 — In y' 

(Rta.: y = cx + 1 — In c, a/ = 2 + In a:) 

19. xy' — y = e y/ 

(Rta.: y = cx — e c , y = x In x — x) 

20. (y — px) 2 = 4 p 

(Rta.: y = cx±2yfc, {y ~ y)(y + y)) 

21. y 2 [y') 3 — 4xy' + 2y = 0 

(Rta.: + a:=|yt) 
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2.5. OTRAS SUSTITUCIONES 


Ejemplo 17. y dx + (1 + ye x ) dy — 0 
Solucion : 

Hagamos 

1 /- — 1 

u — 1 + ye x y =-, dw = ye x dx + e x dy = e x (y dx + dy ), 

e x 

du = (u — l) dx + e x dy 


, du — (u — 1) dx 
=> dy = ----— 

e x 

Reemplazando en la ecuacion original: 


u X± ix + „ ( du-(u-l)dx \ ^ Q 

e x \ e x 
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entonces x — In \u — 1|-b C 

v 


x = In \ye x \ -b C, es la solucion general 

ye x 


Ejemplo 18. y" + 2 y(y') 3 = 0. 
Solucion: 


Hagamos p = y' = p> = y" = 

ax dx A 


p 1 + 2yp 3 = 0 

+ 2 VP 3 = 0 
ax 

Por la regia de la cadena sabemos que: — dldl = dip — pdE entonces 

° ^ ax ay ax ay r L ay 7 

dp 

p ——b 2 yp 3 = 0, con 0 
dy 

^ + 2</p 2 = 0 

dy 


LLfJ o _o 

— = — 2yp => p dp = —2 y dy 
dy 


— p 1 = —y 2 + C 

e integrando p~ L = y 2 + C±, luego p = ^ 


luego dx = ( y 2 + C\) dy e integrando 
x = % + Cpy + C 2 


2.5.1. Ejercicios y problemas: 

Hacer una sustitucion adecuada para resolver los siguientes ejercicios: 
1. xe 2y ^ + e 2y = ^ 

ax x 

(Rta.: x 2 e 2y = 2x In x — 2x + c) 
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dy 4 t- y 

2. -dL--y = 2x 5 e ? 
aa; a: 

(Rta.: —e - ^ = a: 2 + c) 

3. 2 yy' + x 2 + y 2 + x = 0 

(Rta.: a; 2 + y 2 = x — 1 + ce _x ) 

4. y 2 y" = y' 

(Rta.:^ + 4, In |cy - 1| = x + Ci ,y = k) 

5. 2a: esc 2 y^ = 2x — ln(tany) 

(Rta.: ln(tany) = x + ca; -1 ) 

6. y" + (tana:)?/' = 0 
(Rta.: y — Ci sen a; + C 2 ) 

7. y' + 1 = sen a; 

(Rta.: e y =—e x cosa; + ce x ) 

8. + xy 3 sec ^ — 0 
(Rta.: a; 2 — sen ^ = c) 

9. dy — ysen x dx = y ln(ye cosx ) dx 
(Rta.: ln(ln |?/e cosx |) = a: + C) 

10. yy' + xy 2 — x = 0 
(Rta.: y 2 = 1 + Ce~ x2 ) 

11. xy' = y + a;e* 

(Rta.: In \Cx\ = —e _ 4) 

12. a; 2 ?/" — 2a;?/ — ( y') 2 = 0 

(Rta.: ^ + Cx + C 2 In \C - x\ =-y + Ci) 

13. yy" - y 2 y' - {y'f = 0 
(Rta.: £ln|^| = x + C x ) 

14. + = y - 

dx x 

(Rta.: e~* = In \Cx\) 

= CO s y + y 

dx x x 

(Rta.: sec - + tan - = Cx) 


15 . 
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16. La E.D. 

= A(x)y 2 + B{x)y + C{x) 

se lc llama ecuacion de Ricatti. Suponiendo que se conoce una solution 
particular y\(x) de esta ecuacion, entonces demostrar que la sustitucion 
y = yi + transforma la ecuacion de Ricatti en la E.D. lineal en u de 
primer orden 

^ + ( B{x ) + 2A(x)yi)u = —A{x) 

Hallar la solucion: a) y' + y 2 = 1 + x 2 , b) y' + 2 xy = 1 + x 2 + y 2 
(Rta.: b) y = x + (C — a:)^ 1 ) 


2.6. ANEXO CON EL PAQUETE Maple 

Como con el paqnete matematico Maple se pueden resolver Ecnaciones 
Difcrenciales, expondremos a continuacion varios ejemplos, los cnales solu- 
cionaremos ntilizando clicho paqnete. Las instrncciones en Maple terminan 
con punto y coma, despues de la cual se da “enter” para efectuar la operacion 
qne se busca. 

Ejemplo 19. Hallar la solucion general de la E.D. ^ = 3- 
>int(l/y,y)=int(3/x,x)+C; 

ln(y) = 3 ln(x) + C 
>solve(ln(y) = 3*ln(x)+C,y); 

2 

exp(C) x 

Ejemplo 20. Hallar la solucion particular de la E.D. = xy(l+x 2 )~^, con 
la condition initial y( 1) = 1 

> restart; 

> diff_eql := D(y)(x)=x*y(x)~3*(l+x~2)~(-1/2); 

diff.eql D(y)(x) = * y{x \ 


> init_con := y(0)=1; 
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init_con := y( 0) = 1 

> dsolve( {diff_eql, init_con} , {y(x)} ); 



Ejemplo 21. Mostrar que la E.D. (2xy 2 + ye x )dx + (2x 2 y + e x — l)dy = 0 
es exacta y hallar la solution general. 

> M:=2*x*y~2+y*exp(x); 

M: = 4 xy + e x 

> N:=2*x~2*y+exp(x)-1; 

N: =2 x 2 y + e x — 1 

> diff_E1:=2*x*(y“2)(x)+y(x)*exp(x)+(2*x~2*y(x)+exp(x)-l)*D(y)(x)=0; 

diff _E1 : = 2 xy(x) 2 + y(x)e x + (2 x 2 y(x) + e x — 1 )D(y)(x) = 0 

> dsolve(diff_El,y(x)); 


y(x) 

y(x) 


ll-e x - 
2 


\e x ) 2 — 2e x + 1 — 4:X 2 C1 





Oi 



CAPITULO 2. METODOS DE SOLUCION 




CAPITULO 3 

APLICACIONES DE LAS 
E.D. DE PRIMER ORDEN 


3.1. APLICACIONES GEOMETRIC AS 

3.1.1. Trayectorias Isogonales y Ortogonales 



Figura 3.1 
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Definicion 3.1 (Trayectorias Isogonales). 


a). Dada una familia de curvas f(x,y,c) = 0, existe otra familia 
g(x,y,c) = 0 que corta a la familia f bajo un mismo angulo 7 . A 
la familia g se le llama la familia de trayectorias isogonales de f y 
g(x, y,c) — 0 es solucion de la E.D.: 


tan 7 = tan(a — (3) = 


tana — tan/3 f(x) ~ g'{x) f( x ) ~ v' 
1 + tan a tan fj 1 + f'(x)g'(x) 1 + f(x)y' 


b). E 11 particular, cuando 7 = 90°, a g se le llama la familia de trayectorias 
ortogonales de f y en este caso g es solucion de la E.D.: 

tan a tan /3 = f(x)g'(x ) = —1 = f'(x)y' 

Ejemplo 1. Hallar las trayectorias isogonales a 45° de la familia 
y(x + c) = 1 . 

Solucion : 

fi x )~y' 


tan 45 = ^ » 7 = 1 

1 + f’{x)y' 


por derivation imph'cita: 




, / , sdy n dy y 

y+(x + c)— = 0 => — = -— 

ax ax x + c 


En la E.D. 


— ^r — y' 

^ _ X+C & 


-f - l/ 


-y 2 - y' 


1 + {-^)y' 


1 - y 2 y' 

r 


i-y y' = -y~ -y' ^y {y -i) = i + y 


1/ = v 2 + 1 =► v 2 1 t d y = dx 
y z — 1 y + 1 


1 - r+^ ) d y = dx 
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y — 2 tan 1 y = x + K 

g(x, y, K ) = 0 = y — 2 tan -1 y — x — K 

3.1.1.1. Ejercicios y problemas: 

1. Hallar las trayectorias isogonales a 45° de la familia y = ce ax , donde c 
y a son constantes. 

(Rta.: y + | In \ay — 1| = x + c) 

2. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia y 2 = cx 3 . 

(Rta.: 2x 2 + 3 y 2 = C 2 ) 

3. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de hiperbolas equilate- 
ras xy = c. 

(Rta.: x 2 — y 2 = C ) 

4. Determinar la curva que pasa por (^, |) y corta a cada miembro de la 
familia x 2 + y 2 = c 2 formando un angulo de 60°. 

(Rta.: \/3tan -1 | = ±| In \x 2 + y 2 \ + v^tan ^ 1 | — 1 In |) 

5. Hallar la familia de trayectorias ortogonales de la familia de curvas 
y = Cix 2 . 

(Rta.: ^ + y 2 = C) 

6 . Hallar la familia de trayectorias ortogonales de la familia de curvas 
V = C x e~ x . 

(Rta.: £ = x + C) 

7. Encuentre la curva que pertenece a la familia de trayectorias ortogona¬ 
les de la familia de curvas x + y = C\e y que pasa por (0,5). 

(Rta.: y = 2 — x + 3e~ x ) 
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3.1.2. Problemas de Persecucion: 
Ejemplo 2. 



Un esquiador acuatico P localiza- 
do en el punto (a, 0 ) es remolca- 
do por un bote de motor Q loca- 
lizado en cl orfgen y viaja hacia 
arriba a lo largo del eje Y. Hallar 
la trayectoria del esquiador si este 
se dirige en todo momento hacia 
cl bote. 


Solucion: del concepto geometrico de derivada se tiene que: 

y = tan 6 = — Vsec 2 0 — 1, 

pero de la figura 3.2 y tenicndo en cuenta que PQ = a, se tiene que 

„ PQ a 


sec 6 = — - 


x x 


por lo tanto, 


y' = -y/sec 2 -1 = -\ —± - 1 = -- 


'a 2 — x 2 


, donde x > 0, 


separando variables: 


'a 2 — x 2 


por medio de la sustitucion trigonometrica x = a sen a en cl lado derecho de 
la E.D., se llega a que: 


y — a In 


a + v a 2 — x 2 


— Va 2 — x 2 + C; 


corno el esquiador arranca desde cl punto (a, 0), entonces las condiciones 
iniciales son x = a, y = 0; sustituyendo en la solucion general, se obtiene 
que C — 0. 

Luego la solucion particular es: 
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3.1.2.1. Ejercicios y problemas: 


1 . 


a) Suponga que un halcon P situado en (a, 0) descubre una paloma Q 
en el origen, la cual vuela a lo largo del eje Y a una velocidad v\ cl 
halcon emprende vuelo inmediatamente hacia la paloma con velocidad 
w. ^Cual es el camino seguido por el halcon en su vuelo persecutorio? 

b) Responder la pregunta a) con v — w y mostrar que el halcon nunca 
alcanzara la paloma. Ayuda: mostrar que la distancia entre el halcon y 
la paloma es x , la cual es mayor que |. 


c) Lo mismo que en b), pero con v > w 

r iif if -i 

{ x \ w ( X \ ^ w 

(Rta.: a )y = § --b c * 


+ c , donde c 


avw 
w 2 —v 2 5 



2 . Lin destructor esta en medio de una niebla muy densa que se levanta 
por un momento y deja ver un submarino enemigo en la superficie a 
cuatro kilometros de distancia, cl cual se sumerge inmediatamente y 
navega a toda maquina en linea recta en direction desconocida. Supon¬ 
ga: 

i) que el destructor viaja 3 kilometros hacia el lugar donde vio el sub¬ 
marino. 

ii) que el destructor viaja 6 kilometros hacia el lugar donde vio el sub¬ 
marino. 

iii) que el destructor viaja tres kilometros en linea recta hacia donde 
vio el submarino y luego gira 90° hacia la izquierda y avanza dos kilo¬ 
metros mas antes de comenzar el recorrido en espiral. 

Que trayectoria deberia seguir cl destructor en cl caso i), ii), iii) para 
estar seguro que pasara directamente sobre el submarino, si su veloci¬ 
dad v es tres veces la del submarino? 

(Rta.: i) r = e 6 ^, ii)r = 2e ( ' 9 ~ 7T ' > ^) 

3. a) Suponga que el eje Y y la recta x = b forman las orillas de un rio 
cuya corriente tiene una velocidad v (en la direccion negativa del eje 
Y). Lin hombre esta en cl origen y su perro esta en cl punto ( 6 , 0). 
Cuando cl hombre llama al perro, este se lanza al rio y nada hacia cl 
hombre a una velocidad constante w (w > v). Cual es la trayectoria 
seguida por el perro? 
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b) En que punto tocara tierra el perro, si v — w 
(Rta.: = SKf)“ - 


4. Demuestre que cl perro del Ej. anterior nunca tocara la otra orilla si 

w < v. 

Suponga ahora que el hombre camina rio abajo a la velocidad v rnien- 
tras llama a su perro. Podra esta vez el perro tocar la otra orilla? 
(Rta.: Si, en cl punto (0, — ^)) 

5. Cuatro caracoles situados en las esquinas de un cuadrado [0, a] x [0, a] 
comicnzan a moverse con la misma velocidad, dirigiendose cada uno 
hacia el caracol situado a su derecha.Mostrar que las trayectorias se- 
guidas por los caracoles en su persecution son espirales. Que distancia 
recorreran los caracoles al encontrarse? 

(Rta.: a unidades) 

6 . Tres caracoles situados en las esquinas de un triangulo equilatero de 
lado a, comienzan a moverse con la misma velocidad, dirigiendose cada 
uno hacia cl caracol situado a su derecha.Mostrar que las trayectorias 
seguidas por los caracoles en su persecution son espirales. Que distancia 
recorreran los caracoles al encontrarse? (Ayuda: tome el triangulo con 
un vertice en el origen y un lado sobre el eje X). 

7. En el ejemplo 2. del esquiador acuatico, suponer que el esquiador es- 
tan cl punto (—a, 0 ) y el bote en el origen de coordenadas viaja hacia 
arriba a lo largo de la recta y = x. Hallar la ecuacion de la curva de 
persecution. 


3.1.3. Aplicaciones a la geometria analitica 

Ejemplo 3. Hallar la ecuacion de todas las curvas que tienen la propiedad 
de que cl punto de tangencia es punto medio del segmento tangente entre los 
ejes coordenados. 
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Solution : de acuerdo a la figura, y a la 
interpretation geometrica de la deriva- 
da: 

tana = f(x) = y' = = - *> lue S° 

Y = — =>- In \y\ = — In |x| + In |c| 

\n\y\ = ln\±\ => y = ^ X y = c, 
que es la familia de curvas que cumplen 
las condiciones del problcma. 


3.1.3.1. Ejercicios y problemas: 

1. Empleando coordenadas rectangulares hallar la forma del espejo cur- 
vado tal que la luz de una fuente situada en el origen se refleje en el 
corno un haz de rayos paralclos al eje A". 

(Rta.: y 2 = 2 cx + c 2 ) 

2. Una curva pasa por el origen en cl piano XY, al primer cuadrante. El 
area bajo la curva de (0, 0) a (x, y ) es un tercio del area del rectangulo 
que tiene esos puntos como vertices opuestos. Encuentre la ecuacion de 
la curva. 

(Rta.: y = cx 2 ) 

3. Encontrar las curvas para las cuales la tangente en un punto P(x, y) 
tiene interceptos sobre los ejes A" y Y cuya surna es 2{x + y) 

(Rta.: xy = c) 

4. Hallar la ecuacion de todas las curvas que tienen la propiedad de que 
la distancia de cualquier punto al origen, es igual a la longitud del 
segmento de normal entre el punto y el intercepto con el eje X. 

(Rta.: y 2 = ±x 2 + c) 

5. Hallar la ecuacion de todas las curvas del piano XY que tienen la 
propiedad de que el triangulo formado por la tangente a la curva, el eje 
X y la recta vertical que pasa por cl punto de tangencia siempre tiene 
un area igual a la surna de los cuadrados de las coordenadas del punto 
de tangencia. 

(Rta, lnM = ^tan-i(Jg)) 
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6 . Hallar la ecuacion de todas las curvas del piano XY que tienen la 
propiedad de que la portion de la tangente entre (x, y ) y el eje X 
queda partida por la mitad por el eje Y. 

(Rta.: y 2 = Cx) 

7. Hallar la ecuacion de todas las curvas del piano XY' que tienen la 
propiedad de que la longitud de la perpendicular bajada del origen de 
coordenadas a la tangente es igual a la abscisa del punto de contacto. 
(Rta.: x 2 + y 2 = Cx) 

8 . Hallar la ecuacion de todas las curvas del piano XY que tienen la 
propiedad de que la razon del segmento interceptado por la tangente 
en cl eje OY' al radio vector, es una cantidad constante k. 

(Rta.: y = \{Cx l ~ k — ^ x 1+k )) 

9. Hallar la ecuacion de todas las curvas del piano XY para las cuales la 
longitud del segmento interceptado en el eje Y por la normal a cual- 
quiera de sus puntos es igual a la distancia desde este punto al origen 
de coordenadas. 

(Rta.: y = \{Cx 2 — ^)) 

10. Probar que una recta que pase por cl origen intersecta a todas las curvas 
solution de una Ecuacion Diferencial homogenea con el mismo angulo. 

3.2. CRECIMIENTO Y DESCOMPOSICION 

Existen en el mundo fisico, en biologfa, medicina, demografia, economia, 
etc. cantidades cuya rapidez de crecimiento o descomposicion varia en forma 
proportional a la cantidad presente, es decir, ^ = kx con x(t 0 ) = xo, o sea 
que 

dx 

— - kx = 0 

dt 

que es una E.D. en variables separables o lineal en x de primer orden y cuya 
solution es x = Ce kt 

Como x(t 0 ) = x 0 = Ce kt ° C = x 0 e~ kt ° 

Por lo tanto la solution particular es x = xoe~ kt °e kt = x§e 


En particular cuando t 0 = 0, entonces x = x 0 e k 
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3.2.1. Desintegracion radioactiva 

Si Q es la cantidad de material radioactivo presente en el instante t, en- 
tonces la E.D. es ^ = —kQ, donde k es la constante de desintegracion. 

Se llama tiempo de vida media de un material radioactivo al tiempo ne- 
cesario para qne una cantidad Q 0 se trasforme en 

3.2.2. Ley de enfriamiento de Newton 

Si se tiene un cuerpo a una temperatura T, sumergido en un medio de 
tarnano infinito de temperatura T m (T m no varia apreciablemente con el 
tiempo), cl enfriamiento de este cuerpo se comporta de acuerdo a la siguien- 
te E.D.: § = -k6 donde 6 = T-T m . 


3.2.3. Ley de absorcion de Lambert 

Esta ley dice que la tasa de absorcion de luz con respecto a una profundi- 
dad x de un material translucido es proportional a la intensidad de la luz a 
una profundidad x; es decir, si / es la intensidad de la luz a una profundidad 
x, entonces ^ = —kl. 

Ejemplo 4. En agua limpia la intensidad / a 3 pies bajo la superficie 
es de un 25 % de la intensidad J 0 en la superficie. ^Cual es la intensidad del 
rayo a 15 pies bajo la superficie? 

Solucion: 



x = 3 =* I = 0,25 J 0 


Cuando 
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luego, 


0,25 Iq = I 0 e~ 


e~ k = (0,25)3 


I = I 0 (e~ k ) x = / 0 ((0,25)3)* = / 0 (0,25)f 


por tanto 


x = 15=>I = / 0 (0,25)“3" 


I = /o(0,25) £ 


3.2.4. Crecimientos poblacionales 

La razon de crecimiento depende de la poblacion presente en periodo de 
procrear, considerando las tasas de natalidad y de muerte, el modelo que 
representa dicha situation es: 

d l = kQ 

donde Q(t): poblacion en el instante t. 

Observacion: un modelo mas preciso para cl crecimiento poblacional es 
snponer que la tasa per capita de crecimiento, es decir — es igual a la 
tasa promedio de nacimientos, la cual supondremos constante, menos la tasa 
promedio de defunciones, la cual supondremos proporcional a la poblacion, 
por lo tanto la E.D. seria: 

}- d ^=b-aP 
P dt 

donde ay b son constantes positivas. Esta E.D. se lc llama ecuacion logisti- 
ca. 

Resolviendo esta E.D. por variables separables se obtiene 


l b-aP 


= e c e bt 


Si en t — 0 se tiene P = P 0 entonces la solucion particular es 


p(t) = 


b — aPo + aPoe b 
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Por la regia de l’Hopital se puede mostrar que 

b 

Km P(t) = - 
t->oo a 


3.2.4.1. Ejercicios y problemas: 

1. Si T es el tiempo de vida media, mostrar que Q = Qo(|)^- 

2 . Suponga que un elemento radioactivo A se descompone en un segundo 
elcmento radioactivo B y este a su vez se descompone en un tercer 
elemento radioactivo C. Si la cantidad de A presente inicialmente es xq 
y las cantidades de A y B son x e y respectivamente en el instante t y 
si k\ y k 2 son las constantes de rapidez de descomposicion, hallar y en 
funcion de t. 

(Rta .: Si k\ ^ k 2: entonces: y = (e klt — e k2t ) 
si k\ = k 2 , entonces y = k\Xote~ klt ) 

3. Se ha encontrado que un hueso fosilizado contiene de la cantidad 
original de Cu. Determinar la edad del fosil, sabiendo que el tiempo de 
vida media del Cu es 5600 anos. 

(Rta.: t m 55,800 anos) 

4. Un cuerpo se calienta a 110° C y se expone al aire libre a una tempe- 
ratura de 10° C. Si al cabo de una hora su temperatura es de 60° C. 
^Cuanto tiempo adicional debe transcurrir para que se enfrie a 30° Cl 
(Rta.: t — j^|) 

5. Si I a una profundidad de 30 pies es | de la intensidad en la superficie; 
encontrar la intensidad a 60 pies y a 120 pies. 

6 . Si en un analisis de una botella de leche se encuentran 500 organismos 
(bacterias), un dfa despues de haber sido embotclladas y al segundo 
di'a se encuentran 8000 organismos. ^Cual es cl numero de organismos 
en cl momento de embotellar la leche? 

7. En un modelo de evolution de una comunidad se supone que la pobla- 

cion P(t) se rige por la E.D ^ ^ donde ^ es la rapidez con 

que nace la gente y ^ es la rapidez con que la gente muere. 

Hallar: a) P(t) si g = k x P y § = k 2 P 


b) Analizar los casos en que ki > k 2 , k\ = k 2 j k± < k 2 
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8 . Una persona de un pueblo de 1000 habitantes tiene gripa. Si se supone 
que la gripa se propaga con una rapidez directamente proporcional al 
numero de agripados como tambien al numero de no agripados. Deter- 
minar el numero de agripados P en funcion del tiempo, desde que se 
inicio la epidemia, si se observa que el numero de agripados el primer 
dia es 100 . 

(Rta.: P = lOOO^^r ) 

9. Cuando se produce cierto alimento, se estima en N el numero de orga- 
nismos de una cierta clase presentes en el paquete. Al cabo de 60 dias 
cl numero N ha aumentado a 1000A. Sinembargo, cl numero 200A es 
considerado como el limite saludablc. A los cuantos dias, despues de 
claborado, vence el alimento. 

(Rta.: 46.02 dias) 

10 . Se ha observado que una poblacion de bacterias se duplica cada tres 
horas. Si inicialmente la poblacion era de 1000 bacterias, cuando la 
poblacion llegara a 10000 bacterias? 

3.3. PROBLEMAS DE DILUCION 

Una solution es una rnezcla de un soluto (que puede ser liquido, solido o 
gaseoso), en un solvente que puede ser liquido o gaseoso. 

Tipos de mezclas o soluciones : 

i) Soluciones liquidas cuando disolvemos un solido o un liquido en un liquido. 

ii) Soluciones gaseosas cuando se disuelve un gas en un gas. 

Ecuacion de Continuidad : 

Tasa de acumulacion = Tasa de entrada — Tasa de salida. 

Caso 1 . Una Salmuera (solution de sal en agua), entra en un tanque a 
una velocidad v\ galones de salmuera/minuto y con una concentration de C\ 
libras de sal por galon de salmuera (lib. sal/gal. salmuera). 

Inicialmente cl tanque tiene Q galones de salmuera con P libras de sal di- 
sueltas. La rnezcla bicn homogenizada abandona el tanque a una velocidad 
de V 2 galones de salmuera/min. 

Encontrar una ecuacion para determinar las libras de sal que hay en el tan- 
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F.I. — e fpW dt — e f V2 Q+(vi-v 2 )t dt — 
— e ^% ln IQ+(^i-^2)«| 


F.I. = [Q + (vi - v 2 )t] v i -”2 

luego 

x F.I. = I F.I. q(t) dt + C 

con las condiciones initiates x(0) = P, hallamos C y se concluye qne x — f(t) 
Ejercicio 1: resolver la anterior E.D. con V\ = v 2 

Caso 2. Un colorante solido disuelto en un h'quido no volatil, entra a 
un tanque a nna velocidad V\ galones de solncion/minnto y con una concen- 
tracion de c\ libras de colorante/galon de solution. La solution bien horno- 
genizada sale del tanque a una velocidad de v 2 galones de solucion/min. y 
entra a un segundo tanque del cual sale posteriormente a una velocidad de 
i >3 galones de solucion/min. 

Inicialmente el primer tanque tenia P\ libras de colorante disueltas en Q\ 
galones de solution y el segundo tanque P 2 libras de colorante disueltas en 
Q 2 galones de solution. Encontrar dos ecuaciones que detcrminen las libras 
de colorante presentes en cada tanque en cualquier tiempo t.(Ver figura 3.4) 
x = libras de colorante en cl primer tanque en el instante t. 
y = libras de colorante en cl segundo tanque en el instante t. 

E.D. para el primer tanque: 

f = UlCi - v 2 c 2 = Uid - v 2 Qi + {v x ^ V2)i 

c j£ + v 2 q = VlCl > con condition initial t = 0, x = P\ 

v 2 

La solution es: x = fit) = C\[Q\ + (tq — v 2 )t] + C[Q i + (tq — v 2 )t\ v ^~ v ^. 
E.D. para el segundo tanque: 

dt = V2C2 _ V3C3 = V2 Qi+{v\-v2)t ~ l ’ 3 Q 2 +{v 2 -v 3 )t 
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t = 0 


Vi 

Cl 


Pi: libras de colorante 
Q i: galones de solution 


P -2 : libras de colorante 
Q- 2 : galones de solution 


v 2 

c 2 


v-i 

C 3 


t > 0 


Vi 

Cl 


x: libras de colorante 
Q i + (vi - v 2 )t: galones 
de solution 


Figura 3.4 


V-2 

c 2 


y : libras de colorante 
Q 2 + (c 2 - v 3 )t: galones 
de solution 


dy 

dt 


+ Q2+{ l 3 2 . V3)t y= Ql+i :i- V2)t x = Ql+ ( V \_ V2)t fit ), t = 0,y = P 2 


v 3 


F.I. = [Q 2 + (v 2 - v 3 )t] l ' 2-"3 para u 2 7 ^ u 3 . 


Si v 2 = v 3 ^Cual serla su factor integrante? 


C.3 

c 3 


Ejercicio 2. Resolver el caso dos cuando v\ = u 2 = v 3 — v y Qi — Q 2 — 

Q. 

Caso 3. Una solucion liquida de alcohol en agua, esta constantemente cir- 
culando entre dos tanques a velocidades v 2 y v 3 galones/minuto. Si al primer 
tanque tambien entra una solucion a una velocidad de v\ 
galones /minuto y de concentration ci galones de alcohol/galon de solucion 
y las cantidades iniciales en los tanqnes son Pi y P 2 galones de alcohol en Q\ 
y Q 2 galones de agua respectivamente. Encontrar dos ecuaeiones para deter- 
rninar los galones de alcohol presentes en cualquier tiempo en cada tanque 
(Ver figura 3.5). 

x = galones de alcohol en el primer tanque en el instante t. 
y = galones de alcohol en el segundo tanque en cl instante t. 
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Balance total : galones de alcohol presentes en los dos tanques en el ins- 
tante t: 

Bal.tot.= x + y = P\ + P 2 + v\ (gal.sol./min) c\ (gal.alcohol/gal.sol.) t 


x + y = Pi + P 2 + ViCit 
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luego 

(3.3) en (3.1): 


y — P\ + P 2 + vicit - x 


(3.3) 


dx 

dt 


_ V2 _ 

Qi + Pi + (yi +1’3 - v 2 )t 


_^3_ 

Q 2 + p 2 + (v 2 - v 3 )t 


(Pi + P 2 + V\C]t 


—m + viCi 


dx ( v 2 

dt \Ql + Pi + (vi + w.3 


Con la condicion inicial: t — 0 , x = Pi 

Nota: no hay necesidad de resolver la ecuacion diferencial (3.2) porque 
y = Pi + P 2 + vicit - x. 

Caso 4. Un teatro de dimensiones 10 x 30 x 50 mt. 3 , contiene al salir el 
publico 0,1 % por volumen de CO 2 . Se sopla aire fresco a razon de 500 mt. 3 
por rninuto y cl sistema de aire acondicionado lo extrae a la misma velocidad. 
Si cl aire atmosferico tiene un contenido de CO 2 del 0,04% por volumen y el 
limite saludable es de 0,05 % por volumen. 1 En que tiempo podra entrar el 
publico? (Ver figura. 3.6) 

Sea x =mt. 3 de CO 2 presentes en el teatro en el instante t. 

Cantidad de CO 2 en el teatro en t — 0: 


v 2 )t Q 2 + P 2 + (v 2 
(Pi + P 2 ~ 


-v 3 )tj 

ViCit)v 3 


Q-2 + P 2 + (V2 ~ V 3 )t 


+ U1C1 
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A1 tanque A le entran 5 galones de agua/min. y la salmuera sale a la 
misma velocidad para entrar al tanque B y de este pasa nuevamente al 
tanque A, a una velocidad de 3 gal/min. 

Calcular las cantidades de sal en arnbos tanques en un tiempo t = 
lhora = 60min.. 

(Rta tanque A = 29,62 libras, tanque B = 20,31 libras) 

2. Un tanque tiene inicialmente 100 galones de agua pura. Una salmuera 
que contiene | libra de sal/galon de salmuera fluye al interior del tanque 
a una rapidez de 2 galones/min. y la mezcla bien homogenizada sale 
del tanque con la misma velocidad. Despues de 10 minutos el proceso 
se detiene y se introduce al tanque agua pura con una rapidez de 2 
galones/min, abandonando el tanque a la misma velocidad. 
Determinar la cantidad de sal en el tanque cuando han pasado un total 
de 20 minutos. 

(Rta.: 7,34libras) 

3. Un tanque contiene 100 galones de salmuera; 3 galones de salmuera la 
cual contiene 2 libras de sal/galon de salmuera entran al tanque cada 
minuto. 

La mezcla asumida uniforme sale a una velocidad de 2 gal/min. Si la 
concentration es de 1,8 libras de sal/galon de salmuera al cabo de 1 
hora, Calcular las libras de sal que habian inicialmente en el tanque. 
(Rta.: 118,08 libras) 

4. Lin deposito contiene 50 galones de salmuera en las que estan disucltas 
25 libras de sal. Comenzando en el tiempo 7 = 0, entra agua al deposito 
a razon de 2 gal./min. y la mezcla sale al misrno ritrno para entrar 
a un segundo deposito que contenia inicialmente 50 galones de agua 
pura.La salmuera sale de este deposito a la misma velocidad. Cuando 
contendra el segundo deposito la mayor cantidad de sal? 

(Rta.: cuando t > 25 minutos) 

5. Lin tanque contiene inicialmente agua pura. Salmuera que contiene 2 li¬ 
bras de sal/gal. entra al tanque a una velocidad de 4 gal./min. Asumien- 
do la mezcla uniforme, la salmuera sale a una velocidad de 3 gal./min. 
Si la concentration alcanza el 90 % de su valor maximo en 30 minutos, 
calcular los galones de agua que habian inicialmente en el tanque. 
(Rta.: Q = t/==) 
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6 . El aire de un teatro de dimensiones 12 x 8 x 4 mt . 3 contiene 0,12 % de su 
volumen de C0 2 . Se desea renovar en 10 minutos el aire, de modo que 
llegue a contener solamente cl 0,06% de C0 2 . Calcular cl numero de 
mt . 3 por minuto que deben renovarse, suponiendo que cl aire exterior 
contiene 0,04% de C0 2 . 

(Rta.: 53,23 mt . 3 de aire/minuto) 

7. Aire que contiene 30 % de oxigeno puro pasa a traves de un frasco 
que contiene inicialmente 3 galones de oxigeno puro. Suponiendo que 
la velocidad de entrada es igual a la de salida; hallar la cantidad de 
oxigeno existente despues de que 6 galones de aire han pasado por el 
frasco. 

(Rta.: 1 ,18 galones) 

8 . Un tanque contiene 50 litros de agua. A1 tanque entra salmnera que 
contiene k grarnos de sal por litro, a razon de 1.5 litros por minuto. 
La mezcla bien homogenizada, sale del tanque a razon de un litro por 
minuto. Si la concentracion es 20 gr/litro al cabo de 20 minutos. Hallar 
cl valor de k. 

(Rta.: k = 47,47) 

9. Un tanque contiene 500 galones de salmuera. Al tanque fluye salmuera 
que contiene 2 libras de sal por galon, a razon de 5 galones por minuto 
y la mezcla bien homogenizada, sale a razon de 10 galones por minuto. 
Si la cantidad maxima de sal en el tanque se obtiene a los 20 minutos. 
Cual era la cantidad de sal inicial en el tanque? 

(Rta.: 375 libras) 

10. Un tanque contiene 200 litros de una solution de colorante con una 
concentracion de 1 gr/litro. El tanque debe enjuagarse con agua limpia 
que entra a razon de 2 litros/min. y la solution bien homogenizada sale 
con la misma rapidez. Encuentre cl tiempo que trascurrira hasta que 
la concentracion del colorante en el tanque alcance cl 1 % de su valor 
original. 

(Rta .: 460.5 min.) 

11. Cinco fumadores se en encnentran en una habitation de 20' x 12 ' x 8 ' 
jugando naipe. Un ventilador remueve cl aire a razon de 10 pies 3 /min 
que se reemplaza por aire limpio que se Ultra por debajo de la puerta. 
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Cada fumador contamina cl ambiente a razon de 0.1 pies 3 /min. Ha- 
llar una expresion para la concentration de humo en la habitation en 
cualquier tiempo t, suponiendo que la habitation no contiene humo en 
t = 0. 

(Rta.: y= ^(1 - e~^s).) 


3.4. VACIADO DE TANQUES 

Un tanque de una cierta forma geometrica esta inicialmente lleno de agua 
hasta una alt ura H. El tanque tiene un orihcio en el fondo cuya area es A 
pie 2 . Se abre el orihcio y cl liquido cae libremente. Si cl volumen de agua en 
cl instante t es Q, entonces la razon volumetrica de salida ^ es proporcional 
a la velocidad de salida y al area del orihcio, es decir, 


—j^ = — kAv , (Principio de Torricelli) 
aplicando la ecuacion de energfa: | mv 2 = mgh v = \Z2gh, por lo tanto, 

§ = -kA^h 

donde g = 32 pie/seg 2 = 9,81 mt./seg. 2 


La constante k depende de la forma del orihcio: 

■ Si el orihcio es de forma rectangular, la constante k = 0,8. 

■ Si el orihcio es de forma triangular, la constante 0,65 < k < 0,75. 

■ Si el orihcio es de forma circular, la constante k — 0,6. 




68 CAPITULO 3. APLIC. DE LAS E.D. DE PRIMER ORDEN 


Caso 1. 



Figura 3.7 


Cilmdro circular de altura H 0 pies y radio r pies, 
dispuesto en forma vertical y con un orificio cir¬ 
cular de diametro <p" (pulgadas) (Ver figura 3.7), 
esta llcno de agua. Sea Q el volumen en cl instante 
t. Por el principio de Torricelli: 

-y- = = — kA\/2gh = — 0,6n f 72 x 32 x h 


= —4,87t- Vh, 

’ 576 


dQ = nr 2 dh ^ = nr 2 ^ 
dt dt 


Como (3.5)= (3.6): nr 2 y = — ^|4 0 2 7fi 


y separando variables: 

dh 4,8 , 

7 Ti = _ 576 ^.| 

h ~* dh = -^r 2 <t> 2 dt 
e integrando: 2 \/h = — yyy(\> 2 ^ + C. 

Con las condiciones iniciales: t = 0, h = H 0 , hallamos la constante C. 

El tiempo de vaciado (t v ): se obtiene cuando h = 0. Hallar t v 

Caso 2. El mismo cilmdro anterior pero dispuesto horizontalmente y con 
el orificio en cl fondo (Ver figura 3.8), esta llcno de agua. 


- = -kA^h = 


4,87T0 2 


pero de la figura 3.8, tenemos: 


dQ = 2x x H 0 x dh 
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Figura 3. 


y tambien 


luego 


(x — 0) 2 + (h — r) 2 = r 2 x 2 + hr — 2rh + r 2 = r 


sustituyendo 


x = v 2 rh — h 2 


dQ = 2\/2rh — h 2 // () dh 


^ = 2 

dt dt 


= (3.7): 


2H 0 V2^¥ d y = 

dt 576 

2H 0 Vh\/2r — h — = — ’ — ^ — \/h, donde h y 0 
dt 576 

V / 2 7^hdh= - A,8 Zfrr dt 
2 x 576 i/o 


condiciones iniciales: 

en to = 0 h = 2r, con ella hallo constante de integration. 
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El tiempo de vaciado t v se produce cuando h = 0. Hallar t v 


Caso 3. 



Figura 3.9 


Un cono circular recto de altura H 0 y radio 
R dispuesto verticalmente con orificio circu¬ 
lar en el fondo de diametro 4>" (Ver figura 
3.9), esta llcno de agua. Por el principio de 
Torricelli: 

^ = -kA^2gh = -0,6vr ^2 x 32 h 

Por semejanza de triangulos tenemos que: 


R Hq Rh 

r h H 0 


(3.10) 


y corno dQ = nr 2 dh entonces, sustituyendo (3.11): dQ = n 


n^fdh 

n o 


dQ tt R 2 2 dh 
^ ~dt = h dt 

fon \ foii\ ttR 2 u2 dh 4,8vr0 2 ^ 

(3-9) — (3.11): 

/2 dh 4,80 2 H 2 
dt 576 R 2 

Condiciones inicia.les: cuando t — 0, h = H 0 


(3.11) 


El tiempo de vaciado t v se produce cuando h = 0. Hallar t v 


3.4.1. Ejercicios y problemas: 


1. Un tanqne semiesferico tiene un radio de 1 pie; el tanqne esta ini- 
cialmente lleno de agua y en el fondo tiene un orificio de 1 pulg. de 
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diametro. Calcular cl tiempo de vaciado. 

(Rta.: 112 seg.) 

2. Un cono circular recto de radio R y altura H tiene su vertice hacia 
abajo. El tanque tiene un orificio en el fondo cuya area A es controlada 
por una valvula y es proporcional a la altura del agua en cada instante. 
Snponiendo qne el tanque esta lleno de agua, calcular el tiempo de 
vaciado. 

Del tiempo de vaciado, 7 que porcentaje es requerido para vaciar la 
rnitad del volumen? 

(Rta.: el porcentaje reqnerido para bajar la rnitad del volumen es 
29,3%) 

3. Un tanque cubico de lado 4 pies, esta lleno de agua, la cual sale por una 
hendidura vertical de |pulg. de ancho y de 4 pies de alto. Encontrar el 
tiempo para que la superficie baje 3 pies. (Ayuda: encontrar el numero 
de pies cubicos por segundo de agua que salen de la hendidura cuando 
cl agua tiene h pies de profundidad). 

(Rta 360 segundos.) 

4. Encontrar el tiempo requerido para llcnar un tanque cubico de lado 3 
pies si tiene un orificio circular de 1 pulg. de diametro en la base y si 
entra agua al tanque a razon de n pies 3 /min. 

(Rta.: 26 min, 14 seg.) 

5. Un tanque rectangular vacfo de base B 2 pies 2 , tiene un agujero circular 
de area A en cl fondo. En el instante t = 0, empieza a llcnarse a 
razon de E pies cubicos por segundo. Hallar t en funcion de h. Mostrar 
que si cl tanque tiene una altura H , nunca se llenarfa a menos que 
E > 4,8 AVH. 

(Rta.: t = 4 b In h ^ h — Vh , b > y/h, donde, a = b = yf^-) 

6. Un embudo de 10 pies de diametro en la parte superior y 2 pies de 
diametro en la parte inferior tiene una altura de 24 pies. Si se llena de 
agua, hallar el tiempo que tarda en vaeiarse. 

(Rta.: 14,016 seg.) 

7. Un tanque con una cierta forma geometrica esta lleno de agua. El agua 
sale por un orificio situado en la base a una rata proporcional a la rafz 
cuadrada del volumen restante en cl tanque en todo tiempo t. Si el 
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tanque contiene inicialmente 64 galones de agua y 15 galones salen el 
primer clia, calcular el tiernpo en cl cual hay 25 galones en el tanque. 
(Rta.: 72 horas) 

8. Un embudo de 5 pies de radio en la parte superior y 1 pie de radio 
en la parte inferior tiene una altura de H pies. Si se llcna de agua: a) 
Hallar el ticmpo de vaciado; b) Del ticmpo de vaciado que porcentaje 
es necesario para que el nivel baje a 

(Rta.: a) 2,86b) 86.41%) 

9. Suponiendo que un tanque tiene la forma de una superficie de revolu¬ 
tion,hallar la forma que debe tener un tanque para que la superficie del 
agua baje a una razon constante. 

(Rta es la superficie de revolution generada por la curva h = kx 4 ) 

3.5. APLICACIONES A LA FISICA 

Caso 1. Cafda libre. (Ver figura 3.10) 



Figura 3.10 


Por 1a, segunda ley de Newton (ver 
textos de Fisica), se llega a que: 


dfdx 


m——r = rn— — 
dt 2 dt V dt 


dv 

= m— = mg 
dt 


dv 

dt 


g^v = gt + C 1 


tomemos como condiciones iniciales: 

t = 0 v — Vo => v = gt + Vo 
por lo tanto, ^ = gt + vq, e integrando, obtenemos: 



+ t + C*2 
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y tomemos las siguientes condiciones iniciales: t — 0 x = x 0 


=> X = — + V 0 t + Xq 

Caso 2. Caida con resistencia del aire. (Ver figura 3.11) 


If 

x -- ¥ n 


Suponiendo que la resistencia del 
aire es proporcional a la veloci- 
dad del cuerpo (Ff = kv) enton- 
ces por la segunda ley de Newton 
(ver textos de Fisica), se llega a 


A + + 


Figura 3.11 


(Fx 

m—r— = mq — kv 
dt 2 y 


dividiendo por m 


dt 2 9 rn V 


obtenemos la E.D. lineal en v 
dv k 


Hallemos cl F.I. 


resolviendola 


F.I. = e f™ dt = e™ 1 


k_ i I 777 . — / 

ve™ = e™ '(g) dt + C = — g e™ + C 
m „ 

v = —g + Ce m . 
k 

Supongamos que las condiciones iniciales son: t = 0, v 
parte del reposo), entonces 

0=^ + 0^ C=-^ 

k k 


= 0 (es decir, 
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mg mg _] Lf mg / _m 

v =-e *» — — 1 — e m 

k k k V 

observese que cuando £ —>■ oo =>• v —> 


Resolviendo para x y teniendo como condiciones iniciales t 
se llega a que: 

mg m 2 g _* t 
x= ~k t ~-^ [l ~ e m ) 


= 0 y x = 0 


Caso 3. Cuerpos con masa variable. 

Por la segunda ley de Newton para masa variable (ver textos de Fisica), 
se llega a que: 


(/ , d . ^—-v . . dm 

dt K J dt y J ^ y ’ dt 

donde, XI Fuerzas que actuan sobre cl cuerpo, 

u: velocidad en relacion a m de las particulas que se desprenden del cuerpo. 


por tanto, 


dv 

m— = 
dt 




Ejemplo 5. Un cohete con masa estructural mi, contiene combustible de 
masa initial m 2 ] se dispara en linea recta hacia arriba, desde la superficie de 
la tierra, quemando combustible a un indice constante a (es decir, ^ = —a, 
donde m es la masa variable total del cohete) y expulsando los productos 
de escape hacia atras, a una velocidad constante b en relacion al cohete. Si 
se desprecian todas las fuerzas exteriores excepto la fuerza gravitacional mg, 
donde g la suponemos constante; encontrar la velocidad y la altura alcanza- 
da en el momento de agotarse cl combustible (velocidad y altura de apagado). 

Solution: 


Como ^ = —a => m — —at + C\ 
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En t — 0, rii — mi + m 2 luego mi + m 2 = —a 0 + Ci por tanto, 
C\ = mi + m 2 , =>■ m = m i + m 2 — at 
Como u = —b entonces, 

dv dm dv 

m— = —mg — b—— =>■ m— = —mg — b(—a) 
dt dt dt 

o sea que, m ^ = —mg + ah 


Reemplazo m : (mi + m 2 — at) ^ = —(mi + m 2 — at)g + ab 
dividiendo por mi + m 2 - at: f = -<? + mi+ g 2 _ at 
luego 

ab 

v = — gt-In Imi + m 2 — ail + C 2 = — gt — b In Imi + m 2 — at I + C 2 

a 

Condiciones iniciales: en t = 0, v = 0 =>■ 0 = 0 — bln \mi + m 2 | + C 2 
por tanto C 2 = b In |mi + m 2 | 


v = — gt — b In Imi + m 2 — at\ + b In Imi + m 2 1 = — gt + b In --— 

m i + m 2 — at 

Pero temamos que m = mi+m 2 — at y corno el tiempo de apagado se produ¬ 
ce cuando m = mi ya que no hay combustible, es decir, mi = mi + m 2 — at. 
Por tanto at = m 2 t = — o sea que cuando t — — =>■ u = velocidad de 
apagado. 


Sustituyendo, queda que 


luego v = + 6In Irm+mz 

De la misma manera se encuentra que h a = altura alcanzada al acabarse 

mjg bm 2 brn x m x 

cl combustible =-— H - 1 -In- 

2 a 2 a a m \ + m 2 


gm 2 m x + m 2 

-1" 0 l n - rno 

a m x + m 2 — a— 
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Caso 4. Cuerpos en campo gravitacional variable. (Ver figura 3.11) 

Por la ley de Gravitation Universal de Newton (ver 
textos de Ffsica), la magnitud de la fuerza de atrac- 
cion entre la tierra y el cuerpo de rnasa m es: 

GMm 

F + _ (x + R ) 2 

donde, 

x: la distancia del cuerpo a la superficie de la 
tierra. 

M: la masa de la tierra. 
m: la masa del cuerpo. 

R: el radio de la tierra. 

Figura 3.11 G: la constante de gravitation universal. 



Se define el peso de un cuerpo de masa m corno w{x ) = ( , donde 
k\ — GM. 

Si x = 0, entonces el peso del cuerpo de masa m en la superficie de la tierra 
es: w(0) = mg = ^P, entonces k\ = gR 2 , por lo tanto el peso de un cuerpo 
a una distancia x de la superficie de la tierra es: w(x) = (yyfp- 


Ejemplo 6. 



figura 3.12 


Se lanza un cuerpo de masa m hacia arriba de la 
tierra con velocidad initial v 0 . Suponiendo que no 
hay resistencia del aire, pero tomando en cuenta 
la variation del campo gravitacional con la altura, 
encontrar la menor velocidad initial Vo que necesi- 
ta cl cuerpo para que no regrese a la tierra. Esta 
velocidad initial v 0 se lc llama velocidad de escape 
(Ver figura 3.12). 

Solution : 

m 

donde el signo menos indica que la direction de la 
fuerza es hacia el centro de la tierra. 


= —w(x) = — 


mgR 2 
(x + R) 2 
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Cancelando m, y resolviendo la ecuacion diferencial resultante y poniendo 
como condiciones iniciales, en t = 0, x = 0 y v = v 0 , se llega a que: 

9 9 2 gR 2 

v = vl - 2 gR + ——- > 0 
a; + R 

Por lo tanto, Vq > 2 gR 

de aquf conchumos que la velocidad de escape vq = y/2gR 


3.5.1. Ejercicios y problemas: 

1. Un torpedo se desplaza a una velocidad de 60 millas/hora en el momen- 
to de agotarse cl combustible; si el agua se opone al movimiento con 
una fuerza proporcional a su velocidad y si en una milla de recorrido 
reduce su velocidad a 30 millas/hora. ^A que distancia se detendra? 

(Rta.: 2millas) 


2. En el interior de la tierra la fuerza de gravedad es proporcional a la 
distancia del centro, si se perfora un orificio que atraviese la tierra de 
polo a polo y se lanza una piedra en el orificio con velocidad v 0 , con 
que velocidad llegara al centro? 

(Rta.: v = yjgR + v%, donde R es cl radio de la tierra.) 


3. 


Una bala se introduce en una tabla de h = 10 cm. de espesor con 
una velocidad Vo = 200 rnt/seg, traspasandola con v\ = 80 mt/seg. 
Suponiendo que la resistencia de la tabla al movimiento de la bala es 
proporcional al cuadrado de la velocidad. Hallar el tiempo que demora 
la bala en atravesar la tabla. 


(Rta.: t = 


ho(vi—vo) 
VoVl ln (^) 


3 

4000 In 2,5 


seg.) 


4. 


Una cadena de 4 pies de longitud tiene 1 pie de longitud colgando del 
borde de una mesa. Despreciando el rozamiento, hallar el tiempo que 
tarda la cadena en deslizarse fuera de la mesa. 


(Rta.: t = J^ ln(4 + \/l5) seg.) 


5. Un punto material de rnasa un gramo se rnueve en Ifnea recta debido 
a la accion de una fuerza que es directamente proporcional al tiempo 
calculado desde el instante t = 0 e inversamente proporcional a la 
velocidad del punto. En el instante t — 10 seg., la v = 50cm/seg y 
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la / = 4 dinas. Que velocidad tendra el punto al cabo de un minuto 
desde el comienzo del movimiento? 

(Rta.: v = V72500 cm./seg.= 269,3 cm/seg.) 

6 . Un barco retrasa su movimiento por action de la resistencia del agua, 
que es proporcional a la velocidad del barco. La velocidad inicial del 
barco es 10 mt/seg, despues de 5 seg. su velocidad sera 8 rnt/seg. Des¬ 
pues de cuanto tiempo la velocidad sera 1 mt/seg ? 

(Rta.: t = seg.) 

7. Un cuerpo de masa M se deja caer desde el reposo en un medio que 
ofrece una resistencia proporcional a la magnitud de la velocidad. En- 
cuentre el tiempo que transcurre hast a que la velocidad del cuerpo 
alcance el 80 % de su velocidad lmrite. 

(Rta.: t = - fin 0,2) 

8. Cierto dia comenzo a nevar en la manana y la nieve siguio callendo 
en forma constante. El camion quitanieve comenzo a trabajar a las 
11a.m. y a las 2p.m. habfa limpiado cuatro kilometros, a las 5p.m. 
habfa limpiado otros dos kilometros. A que horas empezo a nevar? 
(Rta.: a las 9h:8min:42seg.) 

9. Un cable de un puente colgante esta suspendido entre las dos torres 
en los extremos del puente. el cable ticne una densidad (en peso) de w 
libras/pie. 

a) Sea y(x) la posicion vertical del cable a x pies en direction hori¬ 
zontal desde una de las torres donde suspendido el cable y sea Th 
la componente horizontal de la tension del cable. Demostrar que 

y{x + Ax) - y (x) = —As, 

J-H 

donde As es la longitud del cable suspendido sobre el intervalo 
horizontal de longitud Ax. 

b) Usando a), el teorema de Pitagoras y tomando lfmites, mostrar 
que 

J-H 

c ) Resuelva la ecuacion diferencial en b), hayando y'{x), tomando 
como condition incial y'{ 0) = 0. 
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d) Hallar y(x), si 7/(0) = 0. 

(Rta.: c) y' + y/l + ( y ') 2 = e wx / TH , d) y — ^(e wx ^ TH — 2 + e r wx / TH )) 

10. Un montanista sale de su campamento a las 6 a.m. A medida que avan- 
za, el cansancio y la falta de oxfgeno influyen en su estado fisico de tal 
forma que la rapidez con la cual aumenta su elevation es inversamente 
proporcional a la elevation. Si al mediodia esta a una altura de 19000 
pies y a las 2 p.m. ha llegado a la cirna de la montana que esta a 20000 
pies. Cual es la altura del campamento base? 
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CAPITULO 4 


TEORIA DE LAS E.D.O. 
LINEALES 


4.1. INTRODUCCION 

Inicialmente utilizando algebra lineal, estudiaremos la E.D.O. lineal de 
orden n con coeficientes variables: 

+ a n - + ... + a^x )^| + ao(x)y = h(x), 

donde h(x), ao(x),...,a n (x) son funciones continuas en / = [a, b] y a n (x) ^ 0 
en /, tambien inicialmente tomaremos h(x) = 0 y diremos que la Ecuacion 
Diferencial es homogenea, despues estudiaremos cl caso particular donde los 
coeficientes son constantes y a„ / 0. 

Notacion y conceptos: 

!)• £= D * 

Si no hay ambiguedad con respecto a la variable independiente, tomare¬ 
mos: D x = D. 

££=£(£) = d,d, = Dl=D> 
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en general, = D™ = D m = D X (D'™ *) 

2) ./= [a,b], 

3) . Decimos que f(x) es la funcion nula en /, si f(x) =0 para todo x E / 
y la denotamos por f(x) = 0 en / y decimos que f(x) es no nula en /, si 
existe un x E I tal que /(i) ^ 0 y los denotamos por f(x) ^ 0 en /. 

4) . C[a, b] = C(I): clase de todas las funciones continuas en el intervalo I. 

C'[a,b] = C'(I ) : clase de todas las funciones que tienen primera deriva- 
da continua en / (o funciones continuamente diferenciables en I). 

Observese que C'(I) C C(I) ya que toda funcion que es derivable en / es 
continua en I. 

C 2 (I) = C 2 [a, b] : la clase de todas las funciones que tienen segunda 
derivada continua en I. 

En general, C n (I ) = C n [a,b\ : clase de todas las funciones que tienen 
derivada de orden n continua en I. 


Observese que en general: C(I) D C'(I) D C 2 (I) D ... D C n (I) D ... 

Si /, g son funciones de / en R, se define la suma de funciones y la mul- 
tiplicacion por escalar a G R (o a G C ), asi: 

a) La suma 

f + g : I — > R 

xi —> (f + g)(x) = f(x) + g(x) 

b) La multiplication por escalar 

af : I —» R 

x i—> (af)(x) = af(x) 

Si /, g E C(I) y a G R entonces f + g E C(I) y af E C(I) 

En general, si /, g E C n (I ) y a E R y como 

(/ + g) {n \x ) = f H (x) + gW(x) y (af)^(x) = afW(x) 
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entonces / + g e C n (I) y a/ G C n (I). Con las operaciones definidas en a) 
y b) se puede probar que C(J), C'(I), C 2 (/),..., C n (I ),... son espacios vec- 
toriales sobre K. (o sobre C). De lo anterior, podemos concluir que C n {I) es 
un subespacio vectorial de C(I ) para n > 1. En general, si n > m, entonces 
C n (I ) es subespacio vectorial de C m (I). 

Nota: estos espacios son de dimension infinita. 

5). Como £(f + g)(x) = ±(f(x) + g(x)) = £f(x) + £g(x) 
es lo mismo que D(f + g)(x) = D(f(x) + g(x)) = Df{x ) + Dg(x) y tambien 
D{af){x) = D(af(x)) = aDf(x ), por tanto, podemos decir que 

D : C\I) C(I) 

es una transformacion lineal. 

Analogamente, D 2 : C 2 (I) —» C(I) es una transformacion lineal. 

En general, D n : C n (I) —> C(I) es una transformacion lineal. 

Por definicion D° : C(I) —> C(I) es la transformacion identidad, es decir, 
/ (->• D°f = f. 


En cl algebra lineal se tiene que si T\ : U — > V y T 2 : U — > V son 
transformaciones lineales, entonces, 

T, + T 2 : U -)■ V 

x (Ti + T 2 )(x) = T\(x) + T 2 {x) 


« T, : U ->■ V 

x (->• (aTi)(x) = aT\(x) 

son tambien transformaciones lineales. Por ejemplo: D + D 2 es una Trans¬ 
formacion Lineal, definida por: 


En general: 


D + D 2 : C 2 (J) ->C(I) 


a n (x)D n + + • • • + ai {x)D + a 0 (x)D° : C n {I) -)• C(J) 


es una Transformacion Lineal. 
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Esta Transformation Lineal se le denomina operador diferencial lineal 
de orden n, donde a n (x),... , a 0 (x) son funciones continnas en / y a n (x) ^ 0 
en I. 

Este operador diferencial se denota por: 

L(D) = a n (x)D n + a n _i(x)D n ^ 1 + • • • + ai(x)D + a 0 (x)D° 

_ v _ ✓ 

operador diferencial de orden n con coeficientes variables 

Si y e C n (I) => L(D)y e C(I) 

Ejemplo 1. Si L(D) = D + p(x ) = D + 2x y f(x) = x 2 . Aplicar L(D) 
a la fnncion f(x) 

Solution : 

y = x 2 eC\l) 

L(D)(x 2 ) = (D + 2xD°)(x 2 ) = D(x 2 ) + 2xD°(x 2 ) 

= 2x + 2xx 2 = 2x + 2x 3 G C(I) 

Observation: Resolver la E.D. L(D)y = 0 es lo misrno que hallar el 
nucleo del operador diferencial L(D). 

Ejemplo 2. Hallar cl nucleo del operador L(D) = D + 2 xD° 

Solution : 

(D + 2 xD°)y = 0 =>■ .Dy + 2 xy = 0 (E.D lineal en y con p(x) = 2x y 

Q(x) = 0) 

Jp J == gf2xdx —x. p J —— ^x 

ye x2 = J e x2 x 0 dx + C =>■ y = Ce - * 2 

Nucleo L[D ) = {Ce^/C e M} 

2 

como e _a: genera todo cl nucleo =>■ dim nucleo = 1. 
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Teorema 4.1 (Principio de superposition). 

Si yi, y 2 , • • •, y n pertenecen a 1 nucleo de L(D), entonces la combination li¬ 
neal: C t y l y n > 1 esta en el nucleo de L(D ) 


Demostracion: sea y = C\y\ + Cyyi + ... + C n y n , veamos que y esta en el 
nucleo, es decir, veamos que L(D)y = 0 . 

Como yi, y 2 , ■ ■ ■, y n estan en el nucleo de L(D), entonces L(D)yi = 0, para i = 

1 

Como L(D) es un operador lineal, entonces 

n n n 

L(D)y = L(D)Q2 Cm) = L(D)(C iVi ) = ^ CiL(D) yi = 0 

z=l i= 1 2—1 

luego y esta en el nucleo de L(D) ■ 

Producto de Operadores Diferenciales: 

Analicemos esta operation con un ejemplo, sean: 

L 1 (D) = D + 2D°, L 2 (D) = D 2 + 3D° 

L 1 (D)L 2 (D) : C 3 (J) C(I) 
es una Transformation Lineal 

operador operador 

L 1 {D)L 2 (D)y = {D + 2 D°) (D 2 + 3 D°) y 
donde y es una funcion 

= (D + 2D°l (P 2 y + 3 D 0 y\ 
operador funcion 

= D(D 2 y) + D(3D°y) + 2 D°(D 2 y) + 2D°(3D°y) 

= D 3 y + 3 Dy + 2 D 2 y + 6 D°y = (D 3 + 2D 2 + 3D + 6D°)y 

luego Li(D)L 2 (D) = D 3 + 2D 2 + 3D + 6 D°. 
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De la misma manera se calcula L 2 (D)Li(D), con el siguiente resultando: 

L 2 {D)L l (D) = D 3 + 2D 2 + 3 D + 6 D° = L 1 (D)L 2 (D) 

lo cual nos permite decir qne cl producto es conmutativo siempre y cuando 
los coeficientes sean constantes. 

Cuando Li(D) y L 2 (D) tienen coeficientes variables, entonces, en general 
Li(D)L 2 (D) ^ L 2 (D)Li(D). 

Ejemplo 3. Li(D) = D + xD°, L 2 (D ) = xD 2 + D + xD° 

Primero hallemos Li(D) L 2 (D), para ello calculemos 

L\{D) L 2 (D)y = (D + xD°)(xD 2 + D + xD°)y 
= (D + xD°)(xD 2 y + Dy + xD°y) 

= D(xD 2 y ) + D 2 y + D(xy ) + xD°(xD 2 y ) + ( xD°)Dy+ 

+ (xD°)(xD°y) 

= xD 3 y + D 2 y + D 2 y + xDy + y + x 2 D 2 y + xDy + x 2 y 
= rP 3 ?/ + (2 + x 2 )(D 2 y) + 2a: Dy + (1 + o; 2 )y 

por lo tanto 

Li(D) L 2 (D) = xD 3 + (2 + x 2 )D 2 + 2 xD + (1 + x 2 )D° 

Ahora hallemos L 2 (D) L\(D) de la siguiente manera: 

L 2 (D) Li(D)y = {xD 2 + D + xD°)(D + xD°)y 
= (xD 2 + D + xD°)(Dy + xD°y) 

= ( xD 2 + D + xD°)(Dy + xy) 

= xD 2 (Dy + a;y) + D(Dy + on/) + xD°(Dy + on/) 

= xD 2 (Dy ) + xD 2 (xy) + D(Dy ) + D(xy) + x(Dy + on/) 

= xP 3 ?/ + xDD(xy) + D 2 y + xDy + y + xDy + x 2 y 
= xP 3 ?/ + xD(xDy + y) + D 2 y + xDy + y + a;Dy + a; 2 y 
= xD 3 y + x(D(xDy) + Dy) + D 2 y + xDy + y + xDy + x 2 y 
= xD 3 y + x(xD 2 y + Dy + Dy) + D 2 y + a:Dy + y + xDy + a: 2 y 
= xD 3 y + x(xD 2 y + 2 Dy) + D 2 y + xDy + y + a;Dy + a: 2 y 
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= xD 3 y + x 2 D 2 y + 2 xDy + D 2 y + xDy + y + xDy + a; 2 ?/ 

= X-D 3 ?/ + (x 2 + 1 )D 2 y + (Ax + 1 )Dy + (x 2 + 1 )y 
= {xD 3 + (x 2 + 1 )D 2 + {Ax + 1)D + (x 2 + 1 )D°)y 

Luego L 2 {D)L 1 {D) = xD 3 + (: x 2 + 1)D 2 + {Ax + 1 )D + (a; 2 + 1 )D° ± 
L X {D)L 2 {D ) 

Definicion 4.1 (Condicion inicial). Es una o varias condiciones que se le 
colocan a una E.D.O. en un punto. 

Ejemplo 4. y" + k 2 y = 0, con las condiciones iniciales: y{0) = l,y'(0) = 1 

Definicion 4.2 (Condicion de Frontera). Es una o varias condiciones que 
se le colocan a una E.D.O. en varios puntos. 

Ejemplo 5. y" + k 2 y = 0, con las condiciones de frontera: 

y{ o) = i, y'( i) = i 

Los teoremas que se enuncian a continuacion son teoremas de existencia 
y unicidad, se demuestran en el Apendice A. 

Teorema 4.2 (de Picard). 

Si f, son continuas en un rectangulo R ’■ \x\ < a y \y\ < b, ent.onces 
existe un intervalo |a;| < h < a en el cual existe una solution unica y = (j>{x) 
del problema de valor inicial (P.V.I.): if = f(x,y ) con y{ 0) = 0. 

Nota: 

a) La condicion inicial y{ 0) = 0 tambien puede ser cambiada por la con¬ 
dicion inicial y(a) = b con (a, b) en el rectangulo R 

b) Es importante anotar que este es un teorema de validez local, es decir, se 
cumple en un intervalo que contiene al punto donde se da la condicion 
inicial, por fuera de este intervalo puede ocurrir que la solution no 
sea unica; pero cuando el operador diferencial es lineal y todos los 
coeficientes a,i{x) para i = 0,1,..., n son continuos en R y a n (i) ^ 0 
en M (en particular cuando los a,i{x) son constantes para i — 0, 1 ,..., n), 
entonces la solution es continua y global, es decir, se cumple en todo 
R, corno se demuestra en cl corolario A.l del Apendice. 
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Teorema 4.3. _ 

Sea L(D) un operador diferencial lineal de primer or den en el intervalo I y 
sea x 0 G I, entonces V y 0 el P.V.I.: L(D)y = Q(x) con y(x 0 ) = y 0 tiene una 
solucion unica. _ 

Teorema 4.4. 

Sea L(D) un operador diferencial lineal de orden n en I y sea Xq un elemento 
de ese intervalo (xo G /), entonces Vyo,yi,... ,y n -i reales cualesquiera el 
P.V.I.: L(D)y = h(x), con 

y(x o) = Vo, y'(x 0 ) = 2 / 1 , y"(x 0 ) = 2 / 2 , - - •, l/ ( " _1) (^o) = 2/n-i, 

tiene una unica solucion. _ 

Ejemplo 6. Teniendo en cuenta el Teorema de Picard, analizar la E.D. 

xy' = 2 y, y(- 2) = 4 

Solucion : observese que esta E.D. es lineal, con di(x) = x y por tanto 
Oi(0) = 0 (es decir, ai(x) no es diferente de cero VT G R), lo que indica 
que la solucion no es global, como lo veremos a continuacion. 

Separando variables, obtenemos la siguiente solucion general y = Cx 2 , y pa¬ 
ra la condicion initial y{— 2) = 4 se tiene que C — 1. De la E.D. tenemos 
que y' = f(x,y) = 2A Por lo tanto f(x,y ) = 2| y | son discon- 

tinuas en x = 0, como la condicion esta dada en x = —2, entonces estas 
funciones son continuas en este punto y por cl Teorema de Picard existe un 
intervalo, en este caso (— 00 , 0), para el cual la solucion es unica y es y = x 2 , 
por fuera de este intervalo, por ejemplo en R. puede no ser unica, por ejemplo 


y = x , y = 


—x, si 


x < 0 
x > 0 


y y = 


0, si 


x < 0 
x > 0 


son soluciones en R y todas tres pasan por el punto (—2,4) como lo vernos 
en la figura 4.1 


Ejemplo 7. Dada las condiciones initiates y(— 2) = 1, y'{— 2) = 1 y la 

solucion general y — Cj + C 2 In |x| de la E.D. xy" + y' — 0, hallar C\ y C 2 • 
Solucion: 


Solucion general (como lo veremos mas adelante) es: y = C\ + C 2 In \x 
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2 | 

2 =► 1 = Ci + (-2) In 2 


luego y = 1 + 2 In 2 — 2 In |x| esta es la solution unica en (—oo, 0) que 
pasa por el punto (—2,1). 

4.2. DIMENSION DEL ESPACIO VECTO¬ 
RIAL SOLUCION DE UNA E.D.O. 

Dijimos que C n (I ) tiene dimension infinita, pero cl espacio solution de la 
E.D.O. L(D)y = 0 (con L(D) un operador differencial lineal de orden n), es el 
nucleo de L(D ), el cual tiene dimension n, como lo veremos en los teoremas 
que expondremos a continuacion. 


y — 1 — C\ + C ‘2 In | — 
y' = 1 = % ^ C 2 = 
=> C\ = 1 + 21n2 
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Definicion 4.3. 

a) Decimos que las n funciones no nulas yi, y 2 , ■ ■ ■, y n son linealmente 
dependientes en un intervalo I si existen constantes C\.C 2 ,, C n 
no todas nulas tales que 

Ciyi(x) + C 2 y 2 (x) + ... + C n y n (x) = 0 


para todo x en I. 
b) Si para todo x en I 

Ciyi(x) + C 2 y 2 (x) + ... + C n y n (x) = 0 

implica que C\ — C 2 — ... — C n — 0, entonces decimos que yi,y 2 , ■ ■ ■ ,y n 

son linealmente independientes en el intervalo I. 

Nota: demostrar que n funciones son linealmente independientes es a ve- 
ces complicado, pero cnando las n funciones son solnciones de nna E.D. lineal 
homogenea cl problema se vuelve mas sencillo, utilizando cl Wronskiano. 


Definicion 4.4 (Wronskiano). Sean yi(x),y 2 (x),... ,y n {x ) en C n 1 (/), el 


determinante: 

W(y 1 ,y 2 , ■ ■ ■ ,y„) = det 


Vi(x) y 2 (x) 

y[(x) y' 2 {x) 



y n (x) 

y ' n ( x ) 


con x G I, se le llama el Wronskiano de y i(x), y 2 (x),..., y n (x). 


Observese que el Wronskiano depende de la variable x. 

En particular cuando n = 2, el Wronskiano tiene la siguiente propiedad. 


Observacion (Formula de Abel): para n — 2 

W(y 1 ,y 2 ) = det V j V j 
!J\ y 2 _ 

Consideremos la E.D.O. lineal, homogenea de orden dos: 


y" + a{x)y' + b(x)y = 0, 


donde a(x) y b(x) son continuas en / y sean y \, y 2 soluciones no nulas de esta 
E.D., luego 


y'{ + a(x)y[ + b(x)y 1 = 0 


(4.1) 
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3/2 + a(x)y' 2 + b(x)y 2 = 0 (4.2) 

(4.3) x y 2 : y'[y 2 + a(x)y[y 2 + b(x)y x y 2 = 0 (4.3) 

(4.4) x yi : y 2 ip + a(x)y 2 y 1 + b(x)y 1 y 2 = 0 (4.4) 

(4,6) - (4,5) : 2 / 22/1 - 2 /i 2/2 + a(x)(y 2 y 1 - y[y 2 ) = 0 (4.5) 

como 

VU (i/i, 2 / 2 ) = 2 / 12/2 — 2 / 22/1 
W\y 1 ,y 2 ) = 2 / 12/2 + 2 /i 2/2 - 2 / 22/1 - 2 / 22/1 
= 2 / 12/2 — 2 / 22/1 

Luego en (4.7): W 7 + a(x)VE = 0, lineal en W de primer orden . 

Su solution es We^ a ^ dx = C, luego la solution general es 

>0 

W = C e~$ a ^ dx 

Esta solution general es llamada Formula de Abel. 

Observese que cuando C — 0 entonces W = 0 en I (es la funcion nula) y si 
C > 0 entonces bF>0ysiC'<0 entonces W < 0 en /, es decir, W tiene el 
mismo signo en /. 

Lema 4.1. 

El Wronskiano de n funciones no nulas 2/1 , 2 / 2 , • • •, y n de clase C n ^ 1 (I), li- 
nealmente dependientes es identicamene cero (es la funcion nula). 

Demostracion: supongamos que para todo x en / 

Ci2/i + C 2 y 2 + ... + C n y n = 0 

donde algunas de los Ci ^ 0. 

Derivando n — 1 veces, obtenemos 

Ciyi(x) + C 2 y 2 (x) + ... + C n y n (x) =0 

Ciy[(x) + C 2 y' 2 {x) + ... + C n y' n (x) =0 

Ciy'i (x) + C 2 y' 2 '(x) + ... + C n y"(x ) = 0 


C!y[" 1] {x) + C 2 y { 2 1 1} (x) + ... + C n y£ 1} (a;) =0 
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que se cumplen para todo x en /. Como este sistema homogeneo de n ecua- 
ciones con n incognitas tiene solution distinta de la trivial (ya que algunos 
Ci 7 ^ 0) el determinate del sistema (o sea cl Wronskiano) se anula en /, es 
decir W(x) — 0 para todo x en /. ■ 

Nota: el reciproco no es cierto. Por ejemplo, las funciones f(x) = x 2 
y g(x) = x\x\ son linealmente independientes \/x G R, pero W(f,g ) = 0 
Mx e R. 

Teorema 4.5. 

Si 2 / 1 , 2 / 2 , - - -, lin son n soluciones no nulas de la E.D. lineal homogenea de 
orden n 

a n (x)y (n) + ... + ai {x)y' + a 0 (x)y = 0 

en el intervalo I y en este intervalo las funciones di(x) son continuas y 
a n {x) ^ 0. Entonces 

a) Si yi,y 2 , ■ ■ ■ ,y n son linealmente dependientes, entonces el Wronskiano 
W(x) =0 en I. 

b) Las funciones no nulas yi,y 2 , ■ ■ ■ ,y n son linealmente independientes, 
si y solo si el Wronskiano W(x) ^ 0 para todo x en I. 


Demostracion: la parte a) ya se demostro en cl Lerna anterior. 
b)=^) Hagamos la demostracion por el contra-reciproco, es decir, supongamos 
que existe un a E I, W(a) = 0 y veamos que yi(x), y 2 (x), ..., y n (x) son 
linealmente dependientes en I. 

Como W (a) es el determinate del sistema: 

Ciyi(a) + C 2 y 2 {a) + ... + C n y n {a ) = 0 

Ciy'i{a) + C 2 y' 2 (a) + ... + C n y' n (a ) = 0 
CiZ/i( a ) + C 2 y 2 (a) + ... + C n y'n(a) = 0 


Ciy[ \a) + C 2 y 2 \a) + ... + C n y^ 1 ^(a) — 0 

donde los Ci son las incognitas y como W(a ,) = 0 (determinate de los 
coeficientes del sistema) y por lo que sabemos del algebra lineal, este sistema 






4.2. DIMENSION DEL ESP. VECT. SOL. DE UNA E.D.O. 93 


tiene una solucion distinta de la trivial, es decir existen C{ ^ 0. 

Con esta solucion no trivial definamos la siguiente funcion en / 

Y{x) = Ciyi(x) + C 2 y 2 {x) + ... + C n y n (x ) 

y por el principio de superposition Y(x) es solucion de la E.D.. Evaluemos 
esta nueva funcion y sus derivadas hasta de orden n — 1 en a 

y{a) = Ciyi(a) + C 2 y 2 (a) + ... + C n y n (a ) = 0 

y'( a ) — Ciy[(a) + C 2 y' 2 (a) + ... + C n y' n (a) = 0 

y"( a ) = C'iyi(a) + C’ 2 y' 2 (u) + ... + C n y" n {a ) = 0 


y (n- i) ( a) = C lV { r l \a) + C 2 y^ l ~ 1 \a) + ... + C n y^~ l \a) = 0 
en conclusion 

Y{a) = Y'(a ) = ... = y( n “ 1 >(a) = 0 

por otro lado sabemos que la funcion nula en H(x) = 0 en /, es tambien una 
solucion de la E.D. 

a n {x)y {n) + ... + ai(x)r/' + a 0 (x)y = 0 

y tambien satisface las condiciones iniciales anteriores, entonces por el teo- 
rerna de existencia y unicidad, podemos afirmar que 

Y{x) = H(x) = 0 = Ciyi(x) + C 2 y 2 (x) + ... + C n y n (x) 

y corno algunos de estos CJ t son diferentes de cero, entonces yi, y 2 ,..., y n son 
linealmente dependientes en I. 

4=) Supongamos que W(x) ^ 0 para todo x G / y veamos que 

2/1, 2/2, • • • , Vn 

son linealmente independientes en I. Neguemos la tesis, supongamos que 


V 1 , 2 / 2 , • • •, Vn 

son linealmente dependientes en /, por el lerna 


W(x) = 0 para todo x E I (Absurdo!) 
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Nota: en consecuencia del teorema anterior y por la continuidad de W en 
I, se concluye que si yi, y 2 , • • •, Un son solucion de nna Ecuacion Diferencial li¬ 
neal homogenea y linealmente independientes en / entonces W(y±,y 2 ,..., y n ) 
tiene cl mismo signo en I. 

Teorema 4.6 (Dimension del Nucleo). 

Sea L(D)y = a n (x)D n y + a n -i(x)D n ~ 1 y + ... + a\(x)Dy + a,o(x)y = 0 un a 
E.D.O. lineal de orden n con coeficientes continuos definida en el intervalo 
I y a n (x ) ^ 0 en /, entonces el espacio solucion de L(D) (o sea el nucleo de 
L(D)), tiene dimension n. 

Demostracion: sea Y(x) ^ 0 nna solucion en / de la E.D. y sean yi, y 2 ,..., y n , 
n soluciones no nulas linealmente independientes de la E.D. Vearnos que Y(x) 
se puede expresar como una combinacion lineal de yi,y 2 , ■ ■ ■ ,y n - 

Sea a un punto de / y consideremos cl siguiente sistema no homogeneo: 

Y (a) = Ciyi(a) + C 2 y 2 (a ) + ... + C n y n {a) 

Y'(a) = Ciy[(a) + C 2 y' 2 (a ) + ... + C n y' n (a ) 

Y"{a) = C\y'[(a ) + C 2 y 2 (a) + ... + C n y[[(a ) 

T (n-1) (a) = C.y^ia) + C 2 y^~%) + • • • + C^-^a) 

cl determinante de los coeficientes del sistema es el Wronskiano evaluado 
en a, es decir, W(a) y como yi,y 2 ,... ,y n son linealmente independientes 
entonces W(a) ^ 0, esto quiere decir que existe al menos un Cj ^ 0. 

Con los Ci, C 2 ,..., C n (al menos uno de cllos es diferente de cero) definimos 
la funcion 

G(x) = Ciyi(xl + C 2 y 2 (x) + ... + C n y n (x) 

luego, por el principio de superposicion, G(x) es solucion; evaluemos esta 
funcion y sus derivadas hasta de orden n — 1 en a: 

G(a ) = Ciyi(a) + C 2 y 2 (a ) + ... + C n y n (a) = Y(a) 

G\a) = C iy [(a) + C 2 y' 2 {a) + ... + C n y' n {a) = Y\a) 

G"(a ) = CMa) + C 2 y 2 (a) + ... + C n £(a) = Y"(a ) 





4.2. DIMENSION DEL ESP. VECT. SOL. DE UNA E.D.O. 95 


G (n_1) (a) = Cii/i l ~ 1 \a) + C 2 y^- l \a) + ... + C^-^a) = Y<"- 1} (a) 

Es decir, las funciones G y Y coinciden en la condition initial, por tanto por 
cl teorema de existencia y nnicidad, G{x) = Y(x) para todo x en /. 

Luego 

G(x) = Y(x) = C 1 y 1 (x ) + C 2 y 2 (x) + ... + C n y n (x) ■ 

Nota: 

i. Lo que dice este teorema es que para resolver una E.D. lineal homogenea 
de orden n, se debe encontrar n solnciones, no nnlas, lincalmente in- 
dependientes y la solution general es la combination lineal de las n 
soluciones, es decir, si yi(x), y 2 (x),..., y n (x) en U n ^ 1 (J) son solucio- 
nes linealmcnte independientes en [a, b], entonces la solucion general es 
y(x) = Ciyi(x) + C 2 y 2 (x) + ... + C n y n (x) en [a, b]. 

ii. Si las n-tuplas 

(y 2 {a),y' 2 (a),... ,yi n ~ 1] (a)) 

(yn(a),y' n ( a ),- ■ ■ ,y { n~ 1] {a)) 

son lincalmente independientes, entonces las funciones 

yi(x),y 2 (x),...,y n {x) 
son lincalmente independientes en I. 

Ejemplo 8. Si y\ = e mix , y 2 = e m2X con rn i ^ m 2 , mostrar que y\ y y 2 
son linealmente independientes en R. 

Solucion : mas adclante veremos que y i, y 2 son soluciones en R de una 
E.D. lineal de segundo orden con coeficientes constantes. 

gm \x g m^x 

W (Vl,y2) = mi€ mix m2e m 2 x 

= m 2 e (mi+m2)x - m ie {mi+m2)x = (mi - m 2 ) e {mi+m2)x 

" T* " > 0 





96 


CAPITULO 4. TEORIA DE LAS E.D.O. LINEALES 


=>■ ^ 0 por tanto y \, y 2 son linealmente independientes en R. 

Ejemplo 9. y\ = e mx , y 2 = xe mx . Hallar ER( 2 / 1 , 2 / 2 )- 
Solucion : mas adelante veremos que y \, y 2 son soluciones en R de una E.D. 
lineal de segnndo orden con coeficientes constantes. 

pmx r^^mx 

C- tPO 

me™ rnxe mx + e mx 


W(y 1 ,y 2 ) = 


= mxe 


+ e 2mx - mxe 2mx = e 2mx > 0 


Inego y±, y 2 son linealmente independientes en R. 

Ejemplo 10. yi = e ax sen f3x, y 2 = e ax cos f3x, con f3 ^ 0. Hallar 
W(y 1 ,y 2 ) 

Solncion : mas adelante veremos que ij \, y 2 son soluciones en R de nna E.D. 
lineal de segundo orden con coeficientes constantes. 

e ax sen / 3x e ax cos fix 

/3e ax cos f3x + ae ax sen f3x —/3e ax sen / 3x + ae ax cos fix 


W(y 1 ,y 2 ) = 


= —f3e 2ax sen 2 (3x + ae 2ax sen fix cos (3x — f3e 2ax cos 2 (3x — ae 2ax sen (3x cos fix 
= —(3e 2ax ( sen 2 (3x + cos 2 /3x) = —/3 ^ 0 

> 0 

luego yi, y 2 son linealmente independientes en R. 


4.2.1. Ejercicios y problemas: 

1. a) Comprobar que y\ = x 3 y y 2 = |a:| 3 son soluciones linealmente 
independientes de la ecuacion diferencial x 2 y" — 4 xy' + 6y = 0 \/x G R. 

b) Comprobar que W(y\,y 2 ) = 0 \/x G R 

c) Contradice esto el Teorema 4.5.?. Explicar por que no. 

2 . Sea a 2 (x)y" + ai(x)y' + a 0 (x)y = 0, donde a 2 (x), cii(x), a 0 (x ) son conti- 
nuas en / y a 2 (i) / 0 en I, por el teorema 4.4 existe una unica solution 
yi que satisface las condiciones iniciales y\(xo) = 1 y y[(x 0 ) = 0, donde 
xq G /. Similarmente existe una unica solution y 2 que satisface las con¬ 
diciones iniciales y 2 (xo) = 0 y y' 2 (xo) = 1. Probar que yi y y 2 for man 
un conjunto de soluciones linealmente independientes de la ecuacion 
diferencial en I. 





4.2. DIMENSION DEL ESP. VECT. SOL. DE UNA E.D.O. 97 


3. Demuestre que si / y f son continuas en / y / es no nula en /, entonces 
/ y xf son linealmente independientes en I. Se puede usar cl teorema 
4.5? 

4. Demuestre que si /, f y f" son continuas en / y / es no nula en /, 
entonces /, xf y x 2 f son linealmente independientes en I. 

x < 0 
x > O’ 


a. /? f'-, f" son continuas para todo x, para cada una de las funciones 
fl ) /2, fz 

b. el Wronskiano de /i, / 2 , /3 es cero para todo x. 

c. /i, / 2 , /3 son linealmente independientes en el intervalo — 1 < x < 
1. En la parte c. debe demostrar que si Cifi(x)+C 2 f 2 (x)+c 3 f 3 (x) = 
0 para todo x en — 1 < x < 1, entonces ci = c 2 = C 3 = 0. Utilice 
x = — 1 , 0,1 de manera sucesiva a fin de obtener tres ecuaeiones 
con que resolver para Ci, c 2 , c 3 

6 . Si yi y y 2 son soluciones de la Ecuacion Diferencial homogenea y" + 
P(x)y' + Q(x)y = 0 en el intervalo [a,b] , demostrar que ambas solu¬ 
ciones son linealmente dependientes en este intervalo, si: a) tienen una 
rafz comun en este intervalo, o b) tienen maximos o minimos en un 
1111 mismo punto Xo del misrno intervalo. (Ayuda: utilizar la formula de 
Abel) 

7. Probar que si y\ y y 2 son soluciones linealmente independientes en 
[a, 6 ] de y" + P(x)y' + Q(x)y = 0, entonces no pueden tener un punto 
de inflexion comun en [a, b], a menos que P(x) y Q(x) no se anulen 
simultaneamente en [a, b]. 

8 . Comprobar que 1 y x^ son soluciones de la ecuacion diferencial yy" + 
(y') 2 = 0 para x > 0 , pero la combination lineal ci + c 2 a ;2 no es solution, 
porque?. 

9. Comprobar que si y = (f(x) es solution de la ecuacioon diferencial 
y" + P(x)y' + Q(x)y = f(x), con f(x) ^ 0, entonces ctp(x), con c ^ 1, 
no es solution, porque?. 


kJCCliJL 


fl = 


1 + X 3 , 


si x < 0 
1, si x > 0 ’ 

f 3 (x) = 3 + x 3 para todo x. 
Demuestre que 
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4.3. TEORIA CUALITATIVA PARA E.D. LI¬ 
NEALES (Tema Opcional) 

El objetivo de esta seccion es extraer de la ecuacion diferencial la natura- 
leza, las caracteristicas o los comportamientos de las soluciones, aunque no 
sepamos o no podamos calcular las soluciones explicitamente, en una parte 
o en todo cl dominio de la solution. Fundamentalmente nos centraremos en 
analizar cuando las soluciones de ecuacion diferencial son oscilatorias o no lo 
son. 

Teorema 4.7 (Separacion de Sturm). 

Si yi(x) y y 2 (x ) son soluciones linealmente independientes en I de la ecua¬ 
cion diferencial 

y" + P[x)y' + Q(x)y = 0 

entonces las rafces de est.as funciones son distintas y ocurren alternadamen- 
te, es deck , yi(x) se anula exactamente una vez entre dos raices consecutivas 
de y 2 {x) y recfprocamente. 

Demostracion: Como y±(x) y y 2 {x) son soluciones linealmente indepen¬ 
dientes en / entonces su Wronskiano: W(yi,y 2 ) = y\y 2 — y 2 y'\ no se anula en 
/ y como W es continuo entonces su signo es constante en I, sin perclida de 
generalidad, supongamos que W(yi,y 2 ) > 0 en /; yi y y 2 no pueden tener una 
raiz comtin, pues si la tuvieran, entonces W = 0 en esta rafz comun, lo que 
contradice que W(yi,y 2 ) > 0 en /. Sean aq y x 2 dos raices consecutivas de y 2 
y veamos que ij\ se anula entre X\ y x 2 . Evaluando W en estos dos puntos: 
W(yi,y 2 ) = 2 / 12/2 > 0; P or 1° tanto y\ y y' 2 son distintos de cero en estos dos 
puntos, es decir y' 2 {x\) y y 2 (x 2 ) son no nulos. Como y 2 (x 1 ) = y 2 (x 2 ) = 0 y 
suponiendo que y 2 es creciente en x±, entonces y 2 es decreciente en x 2 , por 
lo tanto y' 2 (xi) y y 2 (x 2 ) son de signo contrario, similarmente se concluye que 
si 2/2 es decreciente en x\ entonces y' 2 {x 1 ) y y 2 (x 2 ) son de signo contrario y 
como en X\ y x 2 se tiene que W(yi,y- 2 ) = ypy' 2 tiene signo constante, entonces 
yi tienen signos opuestos en x\ y x 2 y por la continuidad de 2 / 1 , se concluye 
que esta se debe anular entre x\ y x 2 . La funcion y\ no puede anularse dos 
veces en [aq,^], porque si fuera asi, entonces por el mismo argumento que 
hicimos para 2 / 1 , tendriamos que y 2 se anularia entre estos dos puntos, lo cual 
es absurdo, ya que x 2 y x 2 son dos raices consecutivas de y 2 . ■ 

Nota: a) La ecuacion y"-\-P(x)y'-\-Q{x)y = 0 (*) (llamada forma canoni- 
ca) se puede escribir como u"+q(x)u = 0 (llamada la forma normal de la ecua- 
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cion de segundo orden) haciendo el cambio de variable y = u{x)u(x) = uu, 
en efecto, derivando dos veces y sustituyendo en la (*), se llega a que 

uu" + (2 v' + Pu)u' + (u" + Pu' + Qu)u = 0, (**) 

haciendo cero el coeficiente 2 u' + Pv = 0, concluimos que u = e~^ Pdx , deri¬ 
vando dos veces y sustituyendo en (**), llegamos a que 
u"-\-{Q — - y — ^j-)u = 0 (llamada forma normal), donde q(x) = Q — ^ ^. 

b) En particular para la ecuacion diferencial de Bessel de orden p, 
x 2 y" + xy' + ( x 2 — p 2 )y = 0 tiene Q{x ) = :c ~ 2 P , P{x) = - f para x ^ 0 
y P'(x) = -4* y por tanto g(x) = Q- ^- ^ = l + 4g^-, entonces 
u" + (1 + I* )u = 0 es la forma normal de la ecuacion diferencial de Bessel. 

Teorema 4.8. _ 

Si g(x) < 0 y continua en I y si u(x) es una solucion no trivial en I de 
u" + q(x)u = 0 , entonces u(x) tiene a lo sumo una ra\z en 1. 

Demostracion: sea xq G / una rafz de u(x), es decir u(x o) = 0; como u(x) 
es no trivial y u(x o) = 0 entonces, por cl teorema de exitencia y unicidad, 
u'{x o) 7 ^ 0. Supongamos, sin perdida de generalidad, que u'{x o) > 0, luego 
u{x) es creciente en un intervalo J a la derecha de Xq y como u(x 0 ) = 0 
entonces u(x) es positiva a la derecha de x 0 y como q(x) < 0 y u" — — q(x)u , 
entonces u" es positiva en el mismo intervalo J a la derecha de xo, o sea que 
v! es creciente en este intervalo, luego u no puede tener una rafz a la derecha 
de Xq. Con un un argumento similar, u tampoco puede tener una rafz a la 
izquierda de Xq. Si u'{x 0 ) < 0 se llega a la misma conclusion: no hay rafz ni 
a la izquierda ni a la derecha de x 0 . ■ 

Nota: en los teoremas que haremos a continuacion veremos la condiciones 
para que las soluciones de una ecuacion diferencial, en forma normal, sean 
oscilatorias. 

Teorema 4.9 (Soluciones oscilatorias). 

Sea u(x) una solucion cualesquiera no trivial de la ecuacion diferencial 
u" + q(x)u = 0, con q(x) > 0 para todo x > 0 y si ff° q(x) dx = oo, 
entonces u(x) tiene indnitas raices en el semieje x positivo. 

Demostracion: Neguemos la tesis: supongamos que u(x) se anula a lo sumo 
en un numero finito de puntos en ( 0 , oo), por lo tanto, existe un xq > 1 tal 
que u(x) ^ 0 para todo x > x$. Sin perdida de generalidad, supongamos que 
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u(x) > 0 para todo x > Xq. Veamos que u'(x) es negativa en un intervalo 
a la derecha de a; 0 , lo que implica que u(x) tiene una raiz a la derecha de 
xq, lo cual es absurdo. En efecto, hagamos — — = v (*), para x > xq , luego 
v! = — vu y derivando u" = — (v'u + vu'), utilizando la ecuacion diferencial: 
—q(x)u = —v'u — vu' = —v'u — v(—vu) = —v'u + v 2 u y como u(x) ^ 0, 
entonces v'(x) = q(x) + v 2 (x) > 0 o sea que v es creciente, e integrando 
desde x 0 hasta x, con x > x 0 

rx nx 

v(x) — v(x 0 ) = / q(x) dx + / v 2 (x)dx> 0 

j X 0 j X 0 

luego v(x) es positiva para x suficientemente grande, luego de (*): u\x ) y 
u(x) son de signo contrario para x suficientemente grande y como u(x) > 0 
para todo x > xo, entonces u'{x ) < 0 para x suficientemente grande, por 
tanto u(x) es decrecicnte y por tanto tiene una raiz a la derecha de xo, lo 
cual es absurdo. ■ 


Nota: cl teorema es cierto, si se supone que q(x) > 0 para todo x > a > 0 
y / a °° q(x) dx = oo con a > 1. 


Teorema 4.10. _ 

Sea y(x) una solucion no trivial de la ecuacion diferencial u" + q(x)u = 0 en 
el intervalo cerrado [a,b ]. Entonces y(x) tiene a lo sumo un numero finito 
de raices en este intervalo. 


Demostracion: supongamos que y(x) tiene un numero infinito de raices 
en [a, b]. Entonces por cl teorema de Bolzano-Wierstrass, existe un punto 
Xq G [a, b] y una sucesion de raices x n ^ x 0 tales que I fin x n —> xq. Como 
y(x) es continua y diferenciable en xo, entonces y(x o) = lim y(x n ) = 0 , por 
lo tanto 


y'(x o) 


lfni y{x n ) - yjx o) 

Xn^-xg X n — Xq 


0 


y por cl teorema de existencia y unicidad y(x) = 0 lo cual es absurdo, porque 
y(x) es no trivial. ■ 


Las soluciones de y" + 9y = 0 que son de la forma cos 3a; o sen 3a; oscilan 
mas rapidamente que las soluciones de y" + y = 0 que son de la forma cos x 
o sen a;, el siguiente teorema nos explica porque ocurre esta situation. 
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Teorema 4.11 (de comparacion de Sturm). 

Sean y(x) y z(x) soluciones no triviales de y" + q{x)y = 0 y z" + r(x)z = 
0 respectivamente, donde q(x) y r(x) son funciones positiv.as tales que 
q(x) > r(x). Entonces y(x) se anula a 1 menos una vez entre dos raices 
consecutivas de z(x) . 

Demostracion: sea X\ y x 2 dos raices consecutivas de z(x), tal que z(x i) = 
z(x 2 ) = 0, es decir z(x) no se anula en (x\,x 2 ). Supongamos que y(x) no 
se anula en (xi,x 2 ) y lleguemos a un absurdo. Supongamos (sin perdida 
de generalidad) que y(x) y z{x) son positivas en (xi,x 2 ); como W(y,z) = 
yz' — zy' = W (x) entonces 

= yz"+y'z'~(zy"+z'y') = yz"-zy" = y(-rz)-z(-qyj = yz(q-r) > 0 

en (xi,x 2 ) e integrando a ambos lados entre X\ y xy. 

W(x 2 ) - W(x 1 ) > 0, 

luego W(x 2 ) > W(x\). Por otro lado , como en x{ y x 2 se tiene que z(x 1 ) = 
z(x 2 ) = 0, z'{x 1 ) > 0 y z'(x 2 ) < 0 y como W = yz' — zy' = yz', entonces, 
W(x 1 ) = y(xi)z'(xi) > 0 y W(x 2 ) = y(x 2 )z'(x 2 ) < 0, lo cual es absurdo. ■ 

Nota: como u" + (1 + 1 4 4 2 )u = 0 es la forma normal de la ecuacion 
diferencial de Bessel, con q{pc) = 1 + 1 4 ^ entonces 

■ si p — l entonces q(x) = 1 , 

■ si 0 < p < ^ entonces q(x) > 1 para todo x > 0 , 

■ si p > \ entonces 0 < q{x) < 1 , para x > 0 . 

Comparando la ecuacion normal de Bessel con la ecuacion / + u = 0y utili- 
zando el teorema de comparacion de Sturm, se produce el siguiente teorema. 
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Teorema 4.12. _ 

Sea y p una solucion no trivial de la ecuacion diferencial de Bessel sobre el 
semieje positivo (x > 0), 

■ si 0 < p < \ entonces todo intervalo de longitud i r contiene a 1 menos 
una raiz de y p (x), 

■ si p = ^ entonces la distancia entre las raices consectivas de y p (x) es 
exactamente 7r, 

■ si p > \ entonces el intervalo de longitud i r contiene a lo sumo una 
raiz de y p (x). 


4.3.1. Ejercicios y problemas: 

1. Si u(x) es solucion de la ecuacion diferencial u" + q(x)u = 0, donde 
m 2 < q(x) < M 2 para todo x e /, entonces la distancia entre dos 
raices consecntivas es mayor o igual qne i y rnenor o igual qne —. 

2 . Si xi, x 2 son dos raices positivas consecutivas de una solucion no trivial 
y p (x) de la ecuacion de Bessel, entonces 

i) . Si 0 < p < mostrar qne x 2 — X\ es menor qne n y tiende a ir, 

cuando Inn x \ —> oo, 

ii) . Si p > \i mostrar que x 2 — x\ es mayor que n y tiende a tt, cuando 

luiixi —> oo. 

3. Si u(x) es una solucion no trivial de u" + q(x)u = 0, probar qne u(x) 
tiene un rnlmero infinito de raices positivas si q{x) > \ para algun 
fc > I y un nurnero finito de raices si q(x) < \ para algun k <\. 

4. Mostrar qne toda solucion no trivial de u" + (sen 2 x + 1 )u = 0 tiene un 
nurnero infinito de raices positivas. Demostrar lo anterior para cl caso 
mas general u" + (f(x) + k)u = 0 , donde f(x) > 0 y k > 0 es una 
constante. 
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4.4. METODO DE REDUCCION DE OR¬ 
DEN 

FORMULA DE D’ALEMBERT (Construccion de una segunda 
solucion a partir de una solucion conocida). 

Dada la E.D.O.: a 2 (x)y" + a\{x)y' + a 0 (x)y = 0 con a 2 (x) / 0 en / y 
a 2 (x), ai(x), ao(x) continuas en /; dividiendo en la E.D.O. anterior por a 2 (x) 
y haciendo P(x) = y Q(x) = , se tiene: 

y" + P(x)y' + Q{x)y = 0 (forma canonica) (4.6) 

Sea 7/i (x) una solucion conocida de la E.D. en / y 
7 /i (x) ^ 0 en /. 

Supongamos y(x) = u(x)yi(x) y hallcmos u tal que y(x) sea una solucion. 
Derivando dos veces , y' = uy\ + v!y\ y y" = uy'[ + u'y\ + u'y[ + r/'yi y 
sustituyendo en la ecuacion diferencial (4.6): 

uy i + 27/t/i + Tj/'y, + P(x)(uy[ + 77 'yi) + Q(x)77yi = 0 


u[y" + P(x)y[ + Q(x)y 1 ] + u"y 1 + u’[2y[ + P(x)y 1 ] = 0 

Luego, u"y\ + u'[2y[ + P(x)yi\ = 0 
Hagamos W — u’ (este cambio de variable reduce el orden) 

Vi W’ + W (2y[ + P(x)yi) = 0 

W' + ( + P(x) ) W — 0, (lineal en fUde primer orden) 

\ 2/i / 


Su F.I.= e^( vi / = e lny ie-T p ( x ^ dx = yfe^ p ^ dx , luego 


Wy?e fp(x)dx = C 


De donde 


p— f P(x) dx 

W = C - 5 -= 77' 

y{ 


du 

dx 
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e integrando 


r e ~fP{x)dx 

u=C - g- dx + Ci 


r e ~fP{x)dx 

Por lo tanto y = uy\ = Cij\ / -^- dx + C\y\ 

J m 


combinacion lineal de ]j \ y ]J \ J' 


- f P(x) dx 


Luego la segunda solution es y 2 = ?/i f - J ^ dx dx con ij\ A 0 en / 

J Vi 

Veamos qne yi y y 2 son linealmente independientes: 


W{y l ,y 2 ) = 


r e~ f p ( x ) ^ 

1/1 1/1 J — ft — 

/ e -fp(x)dx . n e -JP(x)dx 

l/l 1/1—£—- l/l./——dx 


t- — f P(x) dx r — f P(x) dx 

e~f p ^ dx + y iy [ / - 2 - d i - l/il4 / - 2 - dx 

J y i i y i 

— e ~ f P( x ) dx > Q 


Luego yi,y 2 son soluciones linealmente independientes de la E.D. 

'!)" + P(x)y' + Q{x)y = 0 

En conclusion, si ij\ es una solution, con y± 0 en I, entonces 

r e - f P{x) dx 

y 2 — '!)] J - —2 - dx (Formula de D’Alembert) 

Nota: el metodo es aplicable tambien para E.D. no homogeneas: 

y" + P(x)y' + Q{x)y = f(x) 

en este caso se supone y(x) = u(x)yi(x) = uy\ (con y\ solution de la ho- 
mogenea asociada) y se llega a la E.D. lineal en W de primer orden: 

W' + (— + P(x)) W = — 

\y i J y i 


y se continua de la misma manera anterior. 
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Ejemplo 11. Sea x 2 y" — xy' + 2y = 0, (E.D. de Cauchy), sabiendo que 
iji = xsen(lnx) es una solution de la E.D. Hallar y 2 

Solution . Dividiendo por x 2 se tiene: 

.. 1 . 2 
y - -y +^y = o 

X x z 

Veremos mas adelante que y\ = xsen(lnx) es una solution de la ecuacion 
de Cauchy, entonces la segunda solution es: 


y 2 = xsen(lnx) 


f — - dx 

C J X 

x 2 sen 2 (In x) 


dx = xsen(lnic) 


x 2 sen(lnx) 



La solution general es : 

y = C\yi + C 2 y 2 = C'ixsen(lnx) + C 2 (— a;cos(lna;)) = C'ixsen(lnx) + 
C 3 X cos(lnx) 


4.4.1. Ejercicios y problemas: 

Utilizando cl rnetodo de reduction de orden resolver los siguientes ejerci¬ 
cios. 

1. x 2 y" — 7xy' + 16 y =0 y\ = x A es una solution. Hallar y 2 
(Rta.: y 2 = x A In |x|) 

2. x 2 y" + 2 xy' — 6 y — 0 y\ = x 2 es una solucion. Hallar y 2 
(Rta.: j /2 = -gjir) 
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3. xy" + y' — 0, y\ = lnx es una solution. Hallar y 2 
(Rta.: y = -1) 

4. Hallar la solucion general de xy” — xf(x)y' + f(x)y = 0. 

(Rta.: y = C\X + c 2 x f x~ 2 e DP) dx dx) 

5. Hallar la solucion general de y" — f(x)y' + (f(x) — 1 )y = 0 
(Rta.: y = c\e x + c 2 e x f el -2:r+ -f/P) dx ) dx) 

6. a) Si n es un entero positivo, hallar dos solnciones linealmente inde- 
pendientes de xy” — (x + n)y' + ny = 0. 

b)Hallar la solucion general de la E.D. de la parte a) cnando n = 1, 2, 3 
(Rta.: a) y\ = e x , y 2 — e x f x n e~ x dx, b ) y — C\e x + c 2 {x + 1), y — 
Cie x + c 2 (x 2 + 2x + 2), y = c 1 e x + c 2 (x 3 + 3a; 2 + 6 a; + 6 ).) 

7. Utilizando el metodo de reduction de D’Alembert resolver la E.D. li¬ 
neal no homogenea: ( x — 1 )y” — xy' + y — 1 sabiendo qne y\ = e x es 
una solucion a la homogenea asociada. Observese qne obtenemos una 
segnnda solucion y una solution particular. 

(Rta.: y — 1 + Cia,' + C 2 e x ) 

8. Hallar dos soluciones linealmente independientes de la Ecuacion Dife- 
rencial x 2 y" — 2y = 0 en el intervalo [1,5] y hallar la solucion particular 
que cumple la condition initial y( 1) = 3 y y'(l) = 0. 

(Rta.: yi = x 2 , y 2 = x~ l , y = x 2 + 2a; -1 ) 

4.5. E.D. LINEALES CON COEFICIENTES 
CONSTANTES 

4.5.1. E.D. LINEALES DE ORDEN DOS 

Sabemos qne ^ + ay = 0 es lineal de primer orden, donde p(x) = a. 
luego cl F.I. = ef adx = e ax y su solucion es 

ye ax = C=>y= Ce~ ax 

Por similitnd con la E.D.O. de primer orden y coeficientes constantes, vamos 
a suponer qne la E.D. lineal de segnndo orden y coeficientes constantes: 


ay" + by' + cy = 0 , 


( 4 . 7 ) 
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tiene por solution una funcion exponential de la forma: y = e mx , derivando 
dos veces se tiene 


y = me mx , y" = m 2 e mx 


y sustituyendo en la E.D. (4.7): am 2 e mx + bme mx + ce mx = 0 
luego 

e mx (am 2 + bin + c) = 0 


o sea que 


am 2 + bm + c = 0, 


la cual llamamos ecuacion caracteristica o ecuacion auxiliar de la E.D.: 

ay” + by' + cy = 0 

Con las rafces de la ecuacion caracteristica suceden tres casos: 

1. Que tenga rafces reales y diferentes. 

2. Que tenga rafces reales e iguales. 

3. Que tenga rafces complcjas conjugadas. 

Caso 1. Rafces reales y diferentes 

Si las rafces son mi y m 2 , con mi ^ m 2 , luego rq = e miX y y 2 = e m2X son 
linealmente independientes y por tanto la solucion general es 

y = C ie mix + C 2 e m2X . 

Ejemplo 12 Hallar la solucion general de 2 y" — 5 y' — 3y = 0 
Solucion : 

Ecuacion caracteristica: 2 m 2 — 5 m — 3 = 0 


5 ± C25 + 24 


5 ± 7 


mi = 3 , m 2 = -- 
La solucion general es y = Cie Sx + C 2 e~^ x 


Caso 2. Rafces reales e iguales: en este caso las rafces son de multipli- 
cidad dos. 
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Sea m (con multiplicidad 2 ) => y\= e mx es una solucion. 

Utilicemos el metodo de D’Alembert para hallar la segunda sulucion de 

ay" + by' + cy = 0 

dividiendo por a para conseguir la forma canonica, se tiene 

,, b , c 

y + -y + -y = o. 

a a 

f p—fP(x)dx r -f£dx 

y* = yij —^ dx = emx J 

como ay" + by' + cy = 0 am 2 + bm + c = 0 (ecuacion caracterfstica) 
y sus rafces son m ^2 = ~ b± ^ 2 " 4 -; pero como las rafces son iguales, entonces 
el discriminante b 2 — 4 ac = 0, por lo tanto = m = —luego: 



luego la solucion general es: y = Cie ma: + C 2 xe mx 

Ejemplo 13. 4 y" — 4y' + y = 0. Hallar la solucion general. 

Solucion : 

Ecuacion caracteristica: 4m 2 — 4m + 1 = 0 = (2m — l) 2 = 0 por lo tanto 
m = \ (con multiplicidad 2) 

La solucion general es: y = C\e* + C 2 xeJ 

Caso 3. Rafces complejas y conjugadas 

Supongamos que mi = a + (3i (j3 ^ 0) una rafz de la ecuacion auxiliar y por 
tanto su conjugada m 2 = a — (3i es la otra rafz, donde a es la parte real y 
f3 es la parte imaginaria; recordando que e l ° = cosd + i sen 9 (Formula de 
Euler) entonces la solucion general es 

y = c ie {a+fii)x + C 2 e [a ~P i)x = C ie ax e pix + C 2 e ax e- pix 

= e ax (C ie pix + C 2 e~ pix ) = e ax [(Ci + C 2 ) cos (3x + i(C 1 - C 2 ) sen (3x] 

= e aa; [Ad cos f3x + A' 2 sen /3x] 

En resumen, la solucion general es: 


y = Ade“ x cos (3x + Ad e Qa; sen [3x. 
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Ejemplo 14. y" — 2y' + 3y = 0 
Solution : 

Ecuacion caracteristica: m 2 — 2 m + 3 = 0 



sus rafces son mj i2 = 2±2 ^ 21 = 1 ± \[ 2 i 
o sea que a = 1 , f3 = \f 2 . 

La solution general es 


y = Kie x cos \/2x + K 2 e x sen V 2 x 

Nota: (i): observe que si [ D 2 — 2aD + o? + j3 2 ]y = 0 
entonces la ecuacion caracteristica es: m 2 — 2 am + a 2 + f3 2 = 0 
y las raices son: 

2a ± J\a 2 - 4 [a 2 + /3 2 ) 2a ± 2/3i 
m = ---= ---= a ± /3i 

luego, la solucion general es: y = Kie ax cos (3x + K 2 e ax sen j3x. 


(ii) Para la E.D.: (D — a)y = 0 la ecuacion caracteristica es 


m — a = 0 =>■ m = a 


por lo tanto y = Ce ax es solucion de (D — a)y = 0 y reciprocamente una 
solucion de (D — a)y = 0 es y — Ce ax . 


4.5.2. Ejercicios y problemas: 

Hallar la solucion general o la solucion particular de los siguientes ejerci¬ 
cios: 

1. (D 2 + 2D — 3)y = 0 
(Rta.: y = Cie x + C 2 e~ Zx ) 

2. (D 2 - 2D - 3)y = 0 con y(0) = 0, y'(0) = -4 
(Rta.: y = e~ x — e 3x ) 
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3. (D 2 - 6 D + 9)y = 0 

(Rta.: y = (C\ + C 2 x)e 3x ) 


4. (D 2 + 4H + A)y = 0 con y(0) = 1, y'(0) = —1 
(Rta.: y — (1 + x)e ~ 2x ) 

5. (L> 2 - 2D + 2)y = 0 

(Rta.: y = C\e x cos x + C 2 e x sen x) 

6. § + 2+ A; 2 a; = 0, k > b > 0 con x(0) = 0, x'(0) = i- 0 
(Rta.: x = (^f)e~ bt sen at, donde a = \Jk 2 — b 2 ) 

7. y" + 2 iy' — 10 y = 0 

(Rta.: y = Cie 3x cosx + C 2 e 3x cosx — i(Cie 3x senx + C 2 e 3x sena;)) 

8. y" + iy' + 2 y = 0 

(Rta.: y = C\ cos a; + C 2 cos 2a; + i(C\ sen a; — C 2 sen 2a;)) 

4.5.3. E.D. LINEALES DE ORDEN MAYOR QUE 
DOS 

Sea 

a n y {n) + a n ,-iy (r!_1) H-h ai y' + a 0 y = 0 

donde ao, ai, • • • , a n son constantes, entonces su polinomio caracterfstico es: 

a n m n + + • • • + a^m + a 0 = 0 = P n (m) 

Snpongamos por ejemplo qne este polinomio lo podemos faetorizar asi: 

Pn{m) = (m — mi)(m — m 2 ) ($]!*-m 3) 3 (m? — 2aim+af+/3f)(m 2 — 2a 2 m+ 
a 2 + f3 2 ) 2 

entonces la solution general esta dada por 

y = C ie mix + C 2 e m2X + C 3 e m3X + C A xe m3X + C 5 x 2 e m3X + 

+ C§e aiX cos fox + C 7 e aiX sen f3ix + C 8 e a2X cos fox+ 

+ C 9 e a2X sen fox + C 10 xe a2X cos fox + C n xe a2X sen /3 2 a; 
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Ejemplo 15. 20 - 70 + 120 + 80 = 0 
Solucion : 

En la E.D. reemplazo en cada por m l y obtengo la ecuacion carac- 
teristica: 

2 m 5 — 7 m 4 + 12m 3 + 8m 2 = 0 

m 2 (2m 3 — 7m 2 + 12m + 8) = m 2 (2m + l)(m 2 — 4 m + 8) = 0 
luego las rai'ces son mi = 0 con multiplicidad 2, m 2 = — \ 


m 3 .4 = 


4 ± V16 -- 32 4 + 4i 


= 2±2i=>a = 2,/3 = 2 


Para cl factor m 2 , corno cl grado es 2, empezamos con la solucion basica e 0x 
y luego multiplicamos por x y asf sucesivamente. O sea que las soluciones 
serfan: e 0x = 1, xe 0x = x 

Para el factor 2m + 1 la solucion serfa: 

Para cl factor m 2 — 4m + 8 las soluciones serfan: e 2x cos 2x, e 2x sen 2x. 
Solucion general: y = C\ + C 2 x + C 3 e~t + C/±e 2x cos(2a;) + C 5 e 2x sen(2a;) 


4.5.4. Ejercicios y problemas: 

Hallar la solucion general o la solucion particular segun el caso en los 
siguientes ejercicios: 

1. y^ + 5 y^ - 2y'" - 10 y” + y' + 5y = 0 

(Rta.: y = C\e x + C 2 xe x + C 3 e~ x + Cyxe~ x + C 5 e _53; ) 

2. 160 + 240 + % = 0 

(Rta.: y = C\ cos ^x + C 2 x cos ^ x + C 3 sen ^x + C 4 X sen ^-x) 

o d^y I d 3 y . _ n 

dx 4 ^ ^ da; 2 “ U 

(Rta.: y = Cl + C 2 a: + C 3 e _ 5 a: cos + C 4 e _ ^sen ^x) 
0-T0-18 S = O 

(Rta.: y = Cde 31 + C 2 e 3x + C 3 cos v^a; + C 4 sen \[2x) 


4 . 
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5. 4- y — 0, (Ayuda: Completar cuadrados). 

(Rta.: y = C\e^ x cos ^x+C 2 e^ x sen ^x+C 3 e~^ x cos ^-x J rCye~^ x 

6. ( D 2 + 4D + 4 )y = 0 tal que tenga una solution que pase por los puntos 
(0,2), (2,0) ' 

(Rta.: y = (2 — x)e ~ 2x ) 

7. (D 3 + D 2 — D — l)y = 0 con las siguientes condiciones: 7/(0) = 1, 7/(2) = 
0 y lnn y(x) x ^ co = 0 

(Rta.: y — (1 — |x)e _a; ) 

8. Hallar el nncleo del signiente operador diferencial: L(D ) = 74 4 + D 3 + 
Z4 2 . (Rta.: NucL(D) = (l,x,e~^ cos(^a;), e - ^ sen(^a;))) 

4.6. OPERADOR ANULADOR 

Definition 4.5. Si y = ]'{x) una funcion que tiene n derivadas y L(1 )) es 
un operador diferencial lineal con coeficientes constantes, tal que 

L{D)y = L{D)f(x) = 0, 

entonces decimos que el operador L(D) es el anulador de y = f(x). 

Observaciones: 

1. a) Si y — k constante, entonces = 0 D = A; es cl anulador de 
k. 

b) Si y = x , entonces = 0 =>■ D 2 = es el anulador de x y de 
k. 

c) Si y = x 2 , entonces j^(x 2 ) = 0 D 3 = es el anulador de 

rp 2 rp ]/• 

O' i it/ j iXj . 

d) Si y = x n , entonces = 0 =>• D n+l = es cl anulador de 

x n , x n_1 , • • • , x 2 , x 1 , k con n e N. 

Nota: Observemos que ^+i anula la combination lineal 
C\ k + C 2 X + • • • + C n +\x n 


que es un polinomio de grado n. 
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2. (D — a) n es el anulador de las siguientes funciones: 

p°-x ~.p ax J*p ax ■ ■ . x- n ~ 1 p ax 
C- ^ «A/O ^ <Xy G ^ ^ «Xj G 

y tambien el anulador de la combinacion lineal siguiente: 

C\e ax + C 2 xe ax + C 3 x 2 e ax + • • • + C n x n ~ l e ax = P n _ fix)e ax 

3. (H 2 — 2aD + a 2 + /3 2 ) n es el anulador de las funciones: 

e ax cos f3x, xe ax cos fix, x 2 e ax cos )3x, ..., x n ~ l e ax cos (3x 

e ax sen f3x, xe ax sen /3x, x 2 e ax sen (3x, ..., x n ~ l e ax sen /3x 

y tambien anula la combinacion lineal siguiente: 

C\e ax cos f3x + C 2 xe ax cos /3x H-h C n a; n_1 e aa: cos /3x+ 

+ fcie aa; sen f3x + k 2 xe ax sen f3x + ■ ■ ■ + k n x n ~ l e ax sen (3x 

= P n -i(x)e ax cos /3x + Q n -\(x)e ax sen fix 


donde P n _i(x) y Q n -i(x) son polinomios de grado n — 1. 

Si a = 0, entonces ( D 2 + j3 2 ) n es cl anulador de: 

cos f3x, x cos (5x, x 2 cos /3x, ■ ■ ■ , x n_1 cos fix 

sen fix, x sen fix, x 2 sen fix, ■ ■ ■ , x n_1 sen fix 
y de sus combinaciones lineales: 

Ci cos fix + C 2 x cos fix +••• + C n x n_1 cos fix+ 
ki sen fix+k 2 x sen fix-\ -h /c n a; n_1 sen fix = P n -\(x) cos fix-\-Q n _\(x) sen fix 

Si n — 1 y a — 0, entonces D 2 + fi 2 es el anulador de: cos fix, sen fix o su 
combinacion lineal: C\ cos fix + C 2 sen fix. 

Ejemplo 16. Hallar el operador anulador de: e x + 2xe x — x 2 e x 
Solucion : 

Anulador de e x : D — 1. 

Anulador de xe x : (D — l) 2 . 

Anulador de x 2 e x : (D — l) 3 . 
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Por lo tanto el anulador de toda la expresion es: (D — l) 3 

Observese que para hallar el anulador, no interesan las coeficientes 1, 2, — 1 
de la expresion original. 

Ejemplo 17. Hallar el operador anulador de: 3 + e x cos 2a: 

Solution : 

Anulador de 3: D. 

Anulador de e x cos 2x: D 2 — 2D + 1 + 4 = D 2 — 2D + 5, en este caso a = 1 
y^ = 2. 

Anulador de toda la expresion: D(D 2 — 2D + 5). 

Ejemplo 18. Hallar el operador anulador de: 13a: + 9a: 2 — sen 4a: 
Solution : 

Anulador de x: D 2 . 

Anulador de x 2 \ D 3 . 

Anulador de sen 4a:: D 2 + 16 en este caso a = 0 y (3 = 4. 

Anulador de toda la expresion: D 3 (D 2 + 16). 

Ejemplo 19. Hallar el operador anulador de: (2 — e' x ) 2 
Solution : 

Como (2 — e x ) 2 = 4 — Ae x + e 2x , entonces 
Anulador de 4: D. 

Anulador de e x : D — 1. 

Anulador de e 2x : D — 2. 

El anulador de toda la expresion es: D(D — 1 )(D — 2) 

4.6.1. Ejercicios y problemas: 

1. Encontrar cl operador anulador de 8a: — sen a: + 10 cos 5a: 

(Rta.: D 2 (D 2 + 1){D 2 + 25)) 

2. Encontrar cl operador anulador de 3 + e x cos 2a: 

(Rta.: D{D 2 - 2D + 5)) 

3. Encontrar el operador anulador de a: 3 (l — 5a:) 

(Rta.: D 5 ) 

4. Encontrar cl operador anulador de e~ x sen a: — e 2x cos a: 

(Rta.: (D 2 + 2D + 2 )(D 2 -4 D + 5)) 
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5. Encontrar cl operador anulador de x 2 e x + sen 2x + 5 
(Rta.: D(D - 1) 3 (D 2 + 4)) 

6 . Las rafces de la ecuacion caracterfstica de una cierta ecuacion diferen- 
cial son: mi = —2 con multiplicidad dos, 777 . 2,3 = — 1 ± 3i. Hallar la 
ecuacion diferencial. 

Observacion: la solucion de una ecuacion diferencial lineal no homogenea, 
L(D)y = f(x) ^ 0 consta de la suma de dos soluciones que son: 

i) La solucion a la homogenea asociada, es decir, la solucion de 
L(D)y = 0. 

ii) La solucion particular de la no homogenea. 

La suma de las dos soluciones es la solucion general, es decir, si yh es la 
solucion de la homogenea asociada L(D)y = 0 y y p es la solucion particular 
de L(D)y = f(x), entonces la solucion general es: y = yh + y P - En efecto, 

L(D)(y h + y p ) = L(D)y h + L(D)y p = 0 + f(x) = f(x) 

Las siguientes secciones las dedicaremos a desarrollar tres metodos para ha¬ 
llar la solucion particular de E.D. no homogeneas. El primer metodo se llama 
de Coeficientes Indeterminados, el segundo metodo se llama de Variacion de 
Parametros y el tercer metodo se llama de los Operadores Inversos. 

4.7. COEFICIENTES INDETERMINADOS 

Este metodo se aplica a E.D. lineales, con coeficientes constantes, no ho¬ 
mogeneas. 

Sea L(D)y = f(x) una E.D. lineal, no homogenea, de coeficientes 
constantes y de orden n. Si f(x) tiene una de las siguientes formas: 

a) f(x) — k, k constante 

b) f(x) = polinomio en x 

c) f{x) = exponencial de la forma e ax 

d) f{x) = cos /3x, f(x) = sen f3x 

e) f(x) = a sumas finitas de productos finitos de las expresiones anteriores, 
entonces es posible encontrar 1111 operador Li(D ) que anule a f(x) y si esto 
sucede, entonces aplicamos Li(D) a la ecuacion diferencial original, es decir: 


L 1 (D)L(D)y= L 1 (D)f(x) = 0 
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Por lo tanto la expresion anterior es una E.D. lineal, homogenea de coefi- 
cientes constantes, lc aplicamos a esta ecuacion el rnetodo de las homogeneas 
y hallamos su solucion general, de esta solncion general descartamos la parte 
correspondiente a la homogenea asociada a la E.D. original, la parte restante 
corresponde a la solncion particular qne estamos bnscando. Ilustremos esto 
con un ejemplo. 

Ejemplo 20. Hallar la solucion particular y la solucion general de la E.D. 
y" + 25 y = 20 sen 5x. 

Solucion : 

El anulador de sen 5a:: D 2 + 25 = L 1 (D) 

Aplicamos este anulador a arnbos lados de la E.D. original: 

y" + 25 y = 20 sen 5a; 

Li(D)(y" + 25?/) = Li(D)(20 sen 5a;) 

{D 2 + 25)(y"+ 25y) = {D 2 + 25) (20 sen 5x) 

(D 2 + 25) 2 y = 0 

Ecuacion caracteristica: (m 2 + 25) 2 = 0 cuyas rafces son m = ±5 i con 
mnltiplicidad 2 y por lo tanto a = 0 y f3 = 5; en consecuencia la solucion 
general es: 

y = Ci cos 5x + C 2 sen 5 x + C 3 x cos 5x + C^x sen 5x (4.8) 

La ecuacion diferencial homogenea asociada es 

(D 2 + 25)y= 0 

y su ecuacion caracteristica es 

m 2 + 25 = 0, 

o sea que m = ±5i (con a = 0 y f3 = 5) y su solucion es 

y = C i cos 5a; + C 2 sen 5a;; 

y por tanto en (4.8) descartamos esta expresion y nos queda la forma de la 
solncion particular: 


y = C 3 x cos 5a; + C 4 x sen 5a; = y v 
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Como aparecen las constantes C 3 y C 4 , las hallamos de la siguiente ma- 
nera: derivamos dos veces y p y la sustituimos en la E.D. original: 

y' p = C 3 (— 5x sen 5x cos 5a:) -|- C 4 (5a: cos 5x -7 sen 5a:) 
y p = C 3 (—25a: cos 5a: — 5 sen 5a: — 5 sen bx) + 

+C 4 (—25a: sen 5a: + 5 cos 5a: + 5 cos 5a:) 

= C 3 (—25a: cos 5a: — 10 sen 5a:) + 

+C 4 (—25a: sen 5a: + 10 cos 5a:) 
y p + 25 y p = 20 sen 5a: 

C 3 (—25a: cos 5a: — 10 sen bx) + C 4 (—25a: sen 5a: + 10 cos 5a:) + 

+ 25 (C 3 a: cos 5a: + C 4 x sen bx) = 20 sen 5a: 

Analisis de coeficientes: 
en x cos 5a: : — 25C 3 + 25C 3 = 0 
en sen 5a: : — 10C 3 = 20 =>■ C 3 = — 2 
en x sen 5a: : —25C 4 + 25C 4 = 0 
en cos 5a: : 10C 4 = 0 =>■ C 4 = 0 

Por lo tanto la solution particular es y p = —2x cos 5a: 
y la solution general es: 

y = Vh + y P = 

= Ci cos 5a: + C 2 sen bx + C 3 X cos 5a: = C\ cos 5a: + C 2 sen 5a: — 2x cos 5a: 

4.7.1. Ejercicios y problemas: 

Hallar la solucion general en los siguientes ejercicios: 

1. y" + 2 y' + y — x 2 e~ x 

(Rta: y = C 4 e~ x + C 2 xe~ x + j^x 4 e~ x ) 

2. y" — y = x 2 e x + 5 

(Rta: y = C 2 e x + C e e~ x — 5 + \xe x — \x 2 e x + | x 3 e x ) 

3. y" + y' + \y = e a: (sen 3a: — cos 3a:) 

(Rta:y = C\e 2 + C 2 a:e 2 — A^e x (cos3a: + 7sen3a:)) 

4. y" + 4 y = cos 2 x 

(Rta: y = \ + C 2 cos 2x + C 3 sen 2x + |a; sen 2a:) 
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5. y" + y' + y = x sen x 

(Rta: y = C\e 2 cos y-x + C 2 e 2 sen y-x — x cos x + 2 cos x + sen x) 

6. y" — y = 3xe x cos 2x 

(Rta:y = C\e x + C 2 e~ x + A cos 2x — cos 2x + |a: sen 2x) 

7 . y" + 25y = 6 sen x 

(Rta: y = Ci cos 5x + C 2 sen 5a: + | sen x) 

8. y" — 2y' + 5 y — e x sen x 

(Rta: y = C\e x cos 2x + C 2 e x sen 2a: + |e x sen x) 


4.8. VARIACION DE PARAMETROS 

Sea 

{x)y" + ai{x)y' + ao(x) = /z(a:) 

con a 2 (x), ai(x), a 0 (x), continuas en / y a 2 (a;) / 0 en /. 

La escribimos en forma canonica 



suponemos que y\ y y 2 son soluciones linealmente independientes de la ho- 
mogenea asociada, es decir, 


y" +p{x)y'i +g(x)yi = 0 
v" + p(x)y 2 + g(x)y 2 = 0 
y Vh = Ciyi + C 2 y 2 


Variemos los parametros C\ y C 2l es decir, 


y v = ui(x)yi (x) + u 2 (x)y 2 (x) = uiyi + u 2 y 2 


y hallemos u\ y u 2 de tal manera que y p sea solucion de la E.D. 
Luego i/ p = u\y\ + u x y\ + u' 2 y 2 + y 2 u 2 
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Supongamos (en aras de disminuir cl trabajo operativo): 


u\yi + u' 2 y 2 = 0, (primera condicion). 


Luego, 


y' p = uiy'i + u 2 y' 2 

y'p = U W\ + uyy" + u' 2 y 2 + u 2 y" 

Sustituyendo en la ecuacion diferencial: 

y'p + P ( x)y' p + g (. x)y p = f(x) 

u'Wi + MiJ/? + u 2 y 2 + u 2 y" + p ( x ) [u 1 y[ + u 2 y 2 ] + g ( x) [u^yi + u 2 y 2 ] = f ( x ) 
ui [: y'[ + p (x)y[ + g (x)yi] + u 2 [y 2 + p (x)y 2 + g (x)y 2 \ + u[y[ + u 2 y 2 = f (x) 
Luego, 


u\l/\ + u' 2 y 2 = f ( x ) 


En resumen, 


yiu[ + y 2 u' 2 = 0 (primera condicion) 
y\u\ + y 2 u 2 = f (x) (segunda condicion) 

que es un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas: u\ y u 2 . 


Por la regia de Cramer: 


0 

V2 


f(x) 

y '2 

y 2 f (x) 

ll\ 

y2 

W(y!,y 2 ) 

y'i 

y'i 


lh 

0 


y[ 

f(x) 

yif( x ) 

Vi 

y2 

W(yi,y 2 ) 

y'i 

y 2 



Donde W(yi,y 2 ) ^ 0, ya que y\ y y 2 son dos soluciones linealmente inde- 
pendientes de la homogenea asociada. Para conseguir U\ y u 2 , integramos (no 
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es necesario constantes de integration, porque?) a u\ y u' 2 respectivamente. 
Lnego, la y p = myi + u 2 y 2 , 
y la solution general es 

y = Uh J ry v = Ciyi + C 2 y 2 + uiyi + u 2 y 2 

Pasos para resolver la E.D. (en forma canonica): 

y" + p(x)y' + g(x)y = f{x) 

1. Hallamos y\ y y 2 solnciones linealmente independientes de la homogenea 
asociada: 

y" + p(x)y r + g{x)y = 0 


2. Hallamos W(yi, y 2 ) 

3. Hallamos u[ = 


_ yif(x) 

W( yi ,y 2 ) 


4. Integramos u\ = J u\ dx y u 2 — f u' 2 dx (sin constantes de integration) 

5. La solucion particular y p = upyi + u 2 y 2 

6. La solution general y = y h + y p = C\i)\ + C 2 y 2 + u 2 yi + u 2 y 2 

Ejemplo 21. y" + 3 y' + 2 y — sen(e x ) 

Solucion : 

1. Solucion de y" + 3 y' + 2y = 0, lnego su ecuacion caracteritica es 
m 2 + 3m + 2 = 0=t(m + 2)(m + l) = 0=^m = —2, m = —1 
IJh = Ci e~ 2x +C 2 e~ x 


2 . W{yi,y 2 ) = 


—2e~ 2x —e~ x 


= - e -3x + 2e~ 3x = e~ 3x 


o / _ -V 2 fix) _ -e x scn(e x ) _ _ 2x ( x 
a i ~ W( yi ,y 2 ) ~ e~ 3x ~ e sexqe 

/ yif(x) e~ 2x sen(e x ) x ( x\ 

u 2 = = e - 3 * = e sen(e ) 


ui= u[ dx= —e 2x sen(e x ) dx y haciendo < dz = e x dx 
J J ^ \ dx = ^ 


z — e 
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— — z senm 


/ ( integrando por partes 

z sen(z) dz < v — z => dv — dz 

y dvj = — sen zdz =>■ w = cos z 

= z cos z — [ cos zdz = z cos z — sen z = e x cos(e x ) — sen(e a: ) 


U 2 = I u' 2 dx = I e x sen(e x ) dx — J zsenz —= J sen z dz = — cos z 
= - cos(e x ) 

5. La solucion particular y la solution general son: 

Up = «i?/i + U 2 V 2 = [e x cos(e I ) — sen(e a: )] e~ 2x — e~ x cos(e x ) 

= -e~ 2x sen(e x ) 

y=y h + y P = C ie ~ 2x + C 2 e~ x - e~ 2x sen(e x ) 

Ejemplo 22. Si yi = x y 2/2 = x In x son soluciones linealmente indepen- 
dientes de la E.D. x 2 y" — xy' + y — 0 . Hallar la solucion general de la E.D. 
de Cauchy. 

x 2 y" — xy' + y — Ax In x 

Solucion. Coloquemos la E.D. en forma canonica 

// 1 , 1 , hi x 

y - -y +^y = 4—, x ± o 


x x* 


1. yi — x, y 2 = x In x 


2. W (2/1,2/2) = j ^ 1 = x In x + x — x In x = x ^ 0 

o / m f( x ) ) 4In 2 x 

1 W (yi ,2/2) x x 

„./ = yif(x) = 4 in x 

2 W(2/1,2/2) X x 


4. Hallemos uy m 2 ; 


U\ — I u\ dx = 


4 In" x 


dx y haciendo 


z — In x 
dz = 4* 
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4, 3 
- In 3 x 
3 

f 

u 2 dx = 


4 In x 


dx y haciendo 


z — In x 
dz = ^ 


= 2 In 2 x 


5. La solucion particular es: 


Up = u i2/i + u 2 y 2 

= (—- In 3 x^) x + (2 In 2 x)x In x 


4 , 3 2 3 

= —x In x -\-2x In x = -x In x 
3 3 

6. La solucion general es 

2 3 

y = Uh + Up = C\x + C 2 x In x + -x In x 

o 

Ejemplo 23. Utilizar el metodo de variation de parametros para resolver la 
siguiente E.D. 


y" — y— sec 3 x — sec x 


Solucion: 


1. y" — y = 0 (homogenea asociada) 

La ecuacion caracteristica es m 2 — 1 = 0 ^ m = ±1 
La solucion a la homogenea asociada es y/> = C\ e x + C 2 e~ 


2. W(yi,y 2 ) = 


e x e~ x 


= e x (—e~ x ) - e x (e~ x ) = -1 - 1 = -2 


q n j y 2 f(x) e ^(sec 3 x—secrr) e ^(sec 3 sec#) 

Ul ~ ~W( yi ,y 2 ) ~ -2 “ 2 


/ Vif(x) e x (sec 3 x— sec x) e x / 3 \ 

u 2 — W(s/i,3/ 2 ) _ -2 — 2 X secxj 

4. Hallcmos Mi y « 2 : 

«! = -/” e _x (sec 3 x — sec x) dx — - f e~ x secx(sec 2 x — 1) dx 
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= - j e * sec a; tan 2 x dx = - f e x (sec a: tan x) tan x dx 


Integremos por partes, haciendo: 


luego 


Ul = 2 
1 

“ 2 
1 

“ 2 


u = e x tan x, dv = tan x sec x dx, 

du = (—e~ x tan x + e~ x sec 2 x) dx, v = sec x 
e~ x tan x sec x — j e~ x sec a;(sec 2 x — tan a;) dx 
e~ x tan x sec x — J e~ x sec 3 x dx + j e~ x sec x tan x dx 
e~ x tan x sec x — f e~ x sec 3 x dx + e~ x sec x + [ e~ x sec x dx 


e~ x e~ x 1 f 

=—— tan x sec x 4——sec a; — - / e _ ‘ T (sec 3 a; — sec x) dx, 

Z Z Z J 

despejando la integral : 


/ e x (sec 3 x — sec x) dx = -tan x sec x -\ -sec a; 

./ 1 ; 2 2 

1 f e~ x e~ x 

ui = - e _,r (sec 3 x — sec a;) dx = —— tan x sec x H—— sec x 

/ TC TC 


U 2 = / u' 2 dx = —~ / e x (sec 3 x — sec x) dx 


hagamos: z = —a:, dz = —dx 


U 2 = —~ j e ^(sec 3 (— z) — sec(— z)) d(—z) = - j e z (sec 3 z — sec z) dz 

e ~z e ~z e x e x 

= -tan z sec z H-— sec z — — tan(— x) sec(— x) H-sec(— x) 

4 4 4 V/V/ 4 V/ 

e x e x 

= -tan x sec x H-sec x 

4 4 
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5. La solution particular es 
y P = uiyi + U2IJ2 

= (-tan a; sec a; H-secade* + (-tan a; sec a; H- secx)e~ x 

4 4 4 4 

sec a; 

2 

6. La solution general es 

„ r _ r sec a: 

y = y h + y P = C 1 e + c 2 e + —, 

4.8.1. Ejercicios y problemas: 

Utilizar el rnetodo de variation de parametros para resolver los siguientes 
ejercicios: 

1. Hallar la solution general de 

( D 2 + 1 )y = — x~ 2 sen x + 2a; -1 cos x 
(Rta .: y — Ci cos x + C 2 sen x + In |x| sen x) 

2. Hallar la solution general de 

(. D 2 + 5 D + 6 )y = e~ 2x sec 2 x(l +2 tan x) 

(Rta.: y = Cie -3x + C 2 e -2:E + e~ 2x tanx ) 

3. Hallar la solution general de 
y" + 2y' + y = e~ x In x 

(Rta.: y = C x e~ x + C 2 xe~ x + ^-e~ x In x — | x 2 e~ x ) 

4. Si y\ = x~ ^ cos a;, y 2 = a; - ^ sen a: forman un conjunto linealmente 
independiente y son solnciones de x 2 y" + xy' + (a; 2 — |) y — 0 . Hallar 
la solution general para x 2 y" + xy' + ( x 2 — |) y — x%. 

(Rta.: y = C\x 2 cos x + C 2 x 2 sen x + x 2 ) 

5. Si yi = x, y 2 = e x forman un conjunto linealmente independiente y son 
solnciones de la homogenea asociada de la E.D. 

(1 — x)y" + xy' — y = 2(x — l) 2 e~ x , 0 < x < 1. 

Hallar la solution general. 

(Rta.: y = C\x + C 2 e x + \e~ x — xe~ x ) 




4.8. VARIACION DE PARAMETROS 


125 


6. Hallar la solucion general de la E.D. (D 2 + 16 )y = esc 4x 

(Rta.: y = C\ cos 4x + C 2 sen Ax — \x cos Ax + ^ sen Ax In | sen Ax |) 

7. Hallar la solucion general de la E.D. ( D 2 + 1 )y = sec a; 

(Rta .: y = Ci cos x + C 2 sen x + x sen x + cos x In | cos x \) 

8. Hallar la solucion general de la E.D. ( D 2 + 2 D + 5 )y = e _x sec2a: 

(Rta.: y = e~ x (C± cos 2x+C 2 sen2a;)+e _a: (^a;sen2a;+| cos 2x In | cos 2x\)) 

9. Hallar la solucion general de la E.D. 

(. D 2 — 1 )y = e~ x sen(e _a; ) + cos(e _a; ) 

(Rta.: y = Cie x + C 2 e~ x — e x sen(e -a: )) 

10. Hallar la solucion general de la E.D. ( D 2 + 1 )y = sec 3 a: 

(Rta .: y = Ci cos x + C 2 sen x + \ sec x) 

11. Hallar la solucion general de la E.D. 

(D 2 -9 D + 18 )y = e e ~ 3x 
(Rta.: y = Cie 3x + C 2 e 6x + | e 6x e e 3x ) 

12. Hallar la solucion general de la E.D. ( D 2 — 2D + D°)y = x~ 5 e x 
(Rta.: y = Cie x + C 2 xe x + ^ x~ 3 e x ) 

13. Hallar la solucion general de la E.D. 

(D 2 + 2 D- 8 )y = (6a:" 1 - x~ 2 )e 2x 
(Rta.: y = Cie 2x + C 2 e~ ix + e 2x In |x|) 
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b) ( x 2 + x)y" + (2 — x 2 )y' — (2 + x)y = x(x + l) 2 
(Rta y — C\e x + c 2 x 1 — x — 1 — |x 2 ) 

c) (1 — x)y" + xy' — y — (1 — x) 2 
(Rta.: y = c\x + C 2 e x + x 2 + 1) 

d) xy" — (1 + x)y' + y = x 2 e 2a: 

(Rta.: y = cie* + c 2 (a; + 1) + |e 2x (x — 1)) 

e) x 2 y" — 2 xy' + 2y = xe _3; 

(Rta .: y — c\x + c 2 a; 2 — xe x — (x 2 + x) f — dx) 

(Ayuda: hallar y\ utilizando funciones muy conocidas, hallar y 2 nie- 
diante la formula de D’Alambert y y p por el metodo de variation de 
parametros) 

4.9. GENERALIZACION DEL METODO DE 
VARIACION DE PARAMETROS 

Dada la E.D. en forma canonical 

D n y + a n _i (x)D n ~ l y + ... + a 1 (x)Dy + a 0 (x)y = f(x) 
efectuamos los siguientes pasos: 

1. Hallamos yi, y 2 ,..., y n solnciones linealmente independientes de la ho- 
mogenea asociada, o sea qne yh = C\y\ + C 2 y 2 + ... + C n y n 

yi V 2 ■■■ y n 

y\ y? • • • y'r, 

2. Hallamos VP(yi,y 2 ,... ,y n ) = . 

1 . . . „n —1 

y 1 y 2 yn 

3. Hallamos u'^u' 2) ... ,u' n por el metodo de Cramer del sistema: 

u\lj\ + u' 2 y 2 + ... + v! n y n = 0 
u\y\ + U W 2 + • • • + u'ntfn = 0 

y" _1 + W 2 I/ 2" 1 + • • • + u' n y™~ 1 = f(x) 
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4. Integramos u[, u' 2 , ■ • •, u' n (sin constantes de integration) 
para hallar Ui,u 2 ,... ,u n 

5. Hallamos la solution particular 

Up — uiyi + u 2 y 2 + • • • + u n y n 

6 . Hallamos la solution general 

y = yh + y p = C\y x + ... + C n y n + u x y\ + ... + u n y n 

Ejemplo 24. y"' — 2 y" — y' + 2y = e 3x 
Solution : 

1. La homogenea asociada es y'" — 2 y" — y' + 2y = 0 
La ecuacion caracteristica es 

m 3 — 2 m 2 — m + 2 = m 2 (m — 2 ) — (m — 2 ) = (m — 2 )(m 2 — 1) 
= (m — 2)(m + l)(m — 1) = 0 Pot lo tanto las r aides son 

mi = 2 , m 2 = — 1 , m 3 = 1 y la solncion a la homogenea es 
I/ft = C x e 2x + Gae " 1 + C 3 e x 


2. El Wronskiano es 

W(y 1 ,y 2 ,y3)= 2e 2 * -e" 1 e* 


4e 21 e x e x 


= e 2x (—1 - 1) - e~ x (2e 3x - 4e 3x ) + e*(2e x + 4e 2 
= — 2 e 2a; + 2 e 2,T + 6e 2x = 6e 2x 


co O 

—e x 

e ~ x 

e x 

e x 

e 3x (l + 1 ) 2e 3x 

e x 


6e 2x 


6e 2x 6e 2x 

~ y 

e 2x 

0 

e x 



2e 2x 

0 

e x 



4e 2x 

e 3x 

e x 

e 3x [e 3x - 2e 3x ) 

e 6x 

6e 2x 


6e 2x 

6e 2x 
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e 3x (—e x - 2e x ) _ 3e 4x _ e 2: 

6e 2x 6e 2x 2 

4. Integramos u \, u' 2l u' 3 




5. Solution particular: 

pX „4x Jlx „3x „3x ~3x 

C or ^ —r ^ r ^ ^ ^ 

y P = u lVl + u 2 y 2 + u 3 y 3 = — e +—e - —e = — + — - — 

_ 3e 3x _ e 3x 

~ ~24~ ~ ~8~ 

6. Solution general: 

y = yh + y p = c x e 2x + C 2 e~ x + C 3 e x + f- 


4.9.1. Ejercicios y problemas: 

Resolver, utilizando el rnetodo de variation de parametros, los siguientes 
ejercicios: 

1. if" — 5 y" + 6y' = 2 sen a: + 8 

(Rta.: y = Ci + C 2 e 3x + C 3 e 2x — | cos a: + | sen a: + |a;) 

2. y'" — y' — sen a: 

(Rta.: y = C\ + C 2 e x + C 3 e~ x + \ cos a;) 

3. y"' — y' = x e x 

Sugerencia: (y" — y) — y'" — y'\ integre y despues use variation de 

parametros. 

(Rta.: y = Ci + C 2 e x + C 3 e~ x + \x 2 e x — \xe x ) 
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4. y'" + Ay' = sen x cos x 

(Rta.: y = Ci + C 2 cos 2x + C 3 sen 2x — sen 2x) 

5. Hallar la solution general de la E.D. 

(D + l) 3 y = 16(2a; + 3)~ 1 e~ x 

(Rta.: y = e~ x {C\ + C 2 x + C 3 x 2 ) + e~ x (2x + 3) 2 ln(2x + 3)) 

4.10. OPERADORES 

Lema 4.2. _ 

Si f E C n (/) y a el (o a E C) entonces: 

1. D n (e ax f(x )) = e ax (D + a) n f(x) 

2. D n (e ax ) = e ax * 

Demostracion. Veamos 1. Por indnccion: 

n = 1 D(e ax f(x)) = e ax Df(x) + f(x)ae ax = e ax {D + a)f(x) 
Supongamos qne se cnmple para n = k: 

D k (e ax f(x)) = e ax (D + a) k f[x ) 

y veamos qne se cnmple para n = k + 1. En efecto, teniendo en cnenta las 
hipotesis de indnccion para n — 1 y para n = k, se tiene 

D k+1 (e ax f(x )) = D k D(e ax f(x )) = D k (e ax (D + a)f(x )) 

= e ax (D + a) k (D + a)f{x) = e ax {D + a) k+1 f(x ) 

Veamos 2. Por induction: 

n = 1 D(e ax ) = ae ax 

Supongamos que se cumple para n = k: 

D k (e ax ) = a k e ax 
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y veamos que se cumple para n — k + 1. En efecto, teniendo en cuenta las 
hipotesis de induction para n— 1 y para n = k, se tiene 

D k+1 (e ax ) = D k D(e ax ) = D k (a,e ax ) 

= a(D k e ax ) = a(a k e ax ) = a k+1 e ax U 

El siguiente Teorema, llamado teorema basico de los operadores, nos per- 
rnite sacar una exponencial que esta dentro de un operador. 

Teorema 4.13 (Teorema Basico de Operadores). 


1. Si f G C n (I ) y L(D) es un operador diferencial lineal ya eM (oa G C), 
entonces: L(D)(e ax f(x)) = e ax L(D + a)f(x ) 

2. L(D)e ax = L(a)e ax 


Demostracion: 1. 

L(D)(e ax f(x )) = (, a n (x)D n + + ... + a x {x)D + a 0 (x)D°)(e ax f(x)) 

= a n (x)D n (e ax f (x)) + a n . 1 (x)D n ~ 1 (e ax f(x)l + ... + ai (x)D(e ax f(x))+ 

+ a 0 (x)e ax f(x) 

= a n (x)e ax (D + a) n f{x ) + a n _i(x)e aa: (Zl + a) n-1 /(x) + ... + ai(a:)e a3; (14 + a)f(x) 
+ cio(x)e ax f (x) 

= e ax (cL n (x){D + a) n + a n —i(x)(D + a) n + ... + Gq(x)(Zl + o) + ct.o(x))f (x) 

= e ax L(D + a)/(x) ■ 

Nota: para entrar una expresion exponencial dentro de un operador, uti- 
lizamos la siguiente expresion, 

e ax L{D)f(x ) = L(D - a)(e ax f(x)) (4.9) 

Ejemplo 25. Comprobar que (D + 2 )(D — 2) 3 (x 2 e 2x ) = 0 
Solution : 

(D + 2)(Zl-2) 3 (a; 2 e 2x ) = e 2a: (T> + 2 + 2)(T) + 2-2)V = e 2x (D + A)D 3 x 2 = 0 

Ejemplo 26. Comprobar que (D — 3) n (e 3x x n ) = n\e 3x 
Solution : 

(D - 3) n (e 3x x n ) = e 3x (D + 3 - 3) n x n = e 3x D n x n = n\e 3x 
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Ejemplo 27. Entrar la exponencial dentro del operador: e 3x {D — 1)(D — 3)x 
Solucion : 

e~ 3x (D -1)(D -3)x = (D - (-3) - 1)(D - (-3) -3)(e" 3 V) 

= (D + 2)D(e~ 3x x) 

4.11. OPERADORES INVERSOS 

Dada la E.D. L(D)y = f(x), donde L(D) es un operador diferencial li¬ 
neal de coeficientes constantes y f(x) es un polinomio o exponencial o seno o 
coseno o sumas finitas de productos finitos de las anteriores, es conveniente 
resolver la E.D. por el metodo de los operadores inversos (es un metodo que 
sustituye el metodo de coeficientes indeterminados), este metodo tambien 
sirve para resolver integrales. 

Definicion 4.6. Dada la E.D. L(D)y = f(x) de coeficientes constantes, 
definimos el operador inverso L _1 (D) = como el operador tal que: 

L” 1 (D)/(a;) es un a solucion particular de la E.D., es decir, y p = L~ l {D)f{x). 

Nota: 

1. L(D)L~ 1 (D) = operador identidad y L~ 1 (D)L(D) = operador identi- 
dad. 

2. Solucion general: y = y h + y v = Vh + L~ 1 (D)f{x ) 

Teorema 4.14. _ 

Si y\ y y 2 son soluciones particulares de la E.D. L(D)y = f(x), entonces 
estas dos soluciones difieren en una solucion que esta en el nucleo de L(D). 


Demostracion: sea y = y\ — y 2 -, veamos que y pertenece al nucleo de L(D). 
En efecto 


L{D)y = L(D)( yi -y 2 ) = L(D) yi -L(D) y2 = f(x)-f(x) = 0 
luego y pertenece al nucleo de L(D). 
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Teorema 4.15. 

Si L(D) = D n y h(x) es una funcion continua, entonces una solution parti¬ 
cular de la ecuation diferential D n y = h(x) es 


h(x) dxdx ... dx, 


Demostracion. Por induccion: 

n — 1 : Dy = h(x), su homogenea asociada es Dy = 0 y su ecuacion 
caracterfstica es rn — 0 

=► y h = Ce 0x = C x 1 = C 
e integrando la E.D. original, se tiene 

y = I h(x) dx+C =y p + y h 


Supongamos que se cumple para n — k: o sea que la solucion particular de 
D k y = h(x) es 

y r = f f... f 

s -v- ' k veces 

k veces 

y vearnos que se cumple para n — k + 1. En efecto, como 

D k+1 y = DD k y = h(x) 

hagamos u = D k y o sea que Du = h(x) y por la hipotesis de induccion, 
para n — 1 se tiene que u p = f h(x)dx, llamemos J h(x)dx = f(x), entonces 
u p = D k y p — f(x) o sea que y p es la solucion particular de la E.D. D k y = f(x) 
y por la hipotesis de induccion, para n = k, la solucion particular de esta 
E.D. es 


k veces 


fix) dxdx .. .dx = 
k veces 


h(x)dx dxdx .. ,dx J = 


k veces 


k veces 


h(x) dx dx ... dx j 
k + 1 veces 


k + 1 veces 
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Teorema 4.16. 

Dado L(D)y = e ax f(x) donde f G C n (I) y a e M (o a E C), entonces una 
solution particular de la E.D. es y p = f( x )- 

Demostracion: utilizando (4.9) en la pagina 130 se tiene 

L(D)y = e ax f(x) 
e~ ax L(D)y = f(x) 

L{D-{-a)){e- ax y) = f{x) 

L(D + a)(eT ax y) = f(x) 


Como Y p = e ax y p es una solucion particular, entonces satisface la anterior 
expresion, luego L(D + a) ( e~ ax y p ) = f(x); por la definicion de operador 


inverso 


luego 


- ' “ y ”~ UD + a) f(x) 


v ” = e “ T(DXay f(x) 


Ejemplo 28. Hallar la solucion general de (D — 3 ) 2 y = Y&xe^ x 
Solucion : ecuacion caracteristica de la homogenea asociada: 


(m — 3) 2 = 0 =>■ m = 3 (con multiplicidad dos) 



V = Vh + y p 

= C\e 3x + C 2 xe :ix + 8x 3 e 3x Solucion general 


Nota: como 
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L(D) — a n D n + ... + ci\D + cio 
entonces su polinomio caracteristico es 

Pnijn) = a n m n + ... + arm + a 0 

Por lo anterior podemos afirmar que cl espacio de los operadores lineales de 
coeficientes constantes es isomorfo al espacio de los polinomios de coeficientes 
reales y constantes. 

Teorema 4.17 (Para polinomios). 



Demostracion. Por la Nota anterior, el operador D + a es equivalente al 
polinomio m + a y por tanto las expresiones rationales y son equi- 
valentes 


Por division sintetica se tiene que: 

1 _ 1 r 1 1 _ 1 

m + a a 1 + — a 


m m 2 m 3 . ,„m n 

1 --+ + ... 


Luego, 

1 If D D 2 D 3 , Srt D n 

-— — 1 - 1 —9-o—h • • • + (— 1) — 

U + a a I a a z a 6 a n 

Como h(x) es un polinomio de grado n, sus anuladores son D n+1 , D n+2 ,.. 
es decir, D n+k h(x ) = 0 para k — 1,2,... 

Luego, 


D + a 


1 r D D 2 D 3 D n 1 

Kx)=- + + + (-!)"— h(x) 
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Ejemplo 29. Resolver la siguiente integral f x 4 e 2x dx 


Solucion: 


r i 1 1 r n r > 2 D 3 D 4 ' 

/ a; 4 e 2a: da: = -x 4 e 2x = e 2x - -a; 4 = e 2x - 1-- + - -+ — a; 4 

J D D + 2 2 [ 2 4 8 16 

e 2x r , 4x 3 12x 2 24x 241 ^ 

= -r-- + — - — + IeJ +c 

Teorema 4.18 (Para polinomios). 

Si L(D) es un operador diferencial lineal de orden n con coeficientes 
constant.es y h(x) es un polinomio de grado r, entonces una solucion parti¬ 
cular de la E.D. L(D)y = h(x) es de la forma 

y P = TTpyh(x) = (b 0 + b x D + b 2 D 2 + ... + b r D r )h(x ), 

donde b 0 + b\D + b- 2 D 2 + ... + b r D r es el resultado de dividir 


L(D^j czq -|- o.iD -|-... a n D’ 


— bo + b\D + b 2 D~ + ... + b r D r + .... 


Ejemplo 30. Hallar la solucion general de y'" — y = xe x 
Solucion : 

Ecuacion caracteri'stica: m 3 — 1 = (m — 1 )(m 2 + m + 1) = 0 
y sus r afces son m — 1, m — — \ ± 

Luego la solucion homogenea y particular son 

Vh = C\e x + C 2 e~5 x cos ^ x + C 3 e~^ x sen ^ x 
yp = W^l XeX = eX (D + \f-l X 


6 D 3 + 3D 2 + 3D + 1 - 1 X e D(D 2 + 3D + 3) X 

i r p x i 

(D 2 + 3D + 3) J ' ' 2 D 2 + 3D + 3 

p x T) 2 1 P x r 2 1 P x 

= —-b - D 2 x 2 = — x 2 — 2x + -2 = — x 2 — 2x + 

2 3 3 9 6 3 6 


GO | ^ 
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y = Vh + y P 


= C ie x + C 2 e~ x 2 


\/3 r , -E \/3 
cos — a: + C 3 e 2 sen — x + 
2 3 2 


6 


x 2 — 2x + 


4 

3 


Nota: el operador diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes 
se puede escribir asf: 

L(D) = Li(D 2 ) + DL 2 (D 2 ). 

En efecto, 

L(14) — ciq H - q\D - f - a 2 D -P ... 4- a n D — 

= (cio A + Q.4-ZA 4 + ...) + 14(ai + a%D 2 + a§D 4 + ...) 

y denotando por Li(D 2 ) = a 0 + a 2 14 2 + a^H 4 + ... y 
L 2 (D' 2 ) = ai + a^D 2 + a^D 4 + ..., se obtiene 

L(D) = Li(D 2 ) + DL 2 (D 2 ) 

Los teoremas siguientes tambien son validos para la funcion coseno. 

Teorema 4.19. _ 

Si a, L(—a 2 ) yypyry son reales, entonces: 

a. L(D 2 ) sen ax = L(—a 2 ) sen ax 

b. j^jj 2 y sen ax = ypyry sen ax, si L(—a 2 ) ^ 0 

Demostracion. a. Primero vearnos por induction sobre n que 

D 2n {senax) = (—a 2 ) n senax. 

En efecto: para n = 1, vearnos que D 2 (senax) = (—a 2 ) sen ax. 

Como 14(sen ax) = a cos ax y volviendo a derivar D 2 (sen ax) = —a 2 sen ax o 
sea que para n — 1 se cumplc que D 2 (sen ax) = —a 2 sen ax. 

Ahora supongamos que se cumplc para n — k, es decir, se cumple que 

D 2k (senax) = (—a 2 ) k sen ax 

y demostremos que se cumple para n = k + 1. 

Aplicando las hipotesis de induction para n — 1 y n — k, se tiene que 
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D 2 ( fc+1 ) (sen ax) = D 2k+2 (sen ax) = D 2k D 2 (sen ax) = _D 2 fe (—a 2 )(senax) = 
(— a 2 )D 2k (senax) = (—a 2 )(—a 2 ) fc (sen ax) = (—a 2 ) fe+ 1 (senax). 

Pasemos a demostrar el resultado a.: 

L(D 2 ) sen ax = (a 0 + a 2 D 2 + a 4 D l + ... + a 2 n .D 2n ) sen ax 

S_ v 

L(D 2 ) 

= ao sen ax + a 2 .D 2 sen ax + a 4 D 4 sen ax + ... + (Q n D 2n sen ax 
= a 0 sen ax + a 2 (—a 2 ) sen ax + a 4 (—a 2 ) 2 sen ax 
+ ... + a 2 n (—a 2 )” sen ax 

— [ao A a 2 (—a ) A a 4 (—a ) A ... 4 - a 2r) ,(—a ) ] sen ax 
= L(— a 2 ) sen ax 

b. Por el resnltado en a., L(Z4 2 )senax = L(—a 2 ) sen ax, aplicamos L _ 1 (Z4 2 ) 
a arnbos lados: 

L~ 1 (D 2 )L(D 2 ) sen ax = L(—D 2 ) L(— a 2 ) senax = L(— a 2 )L~ l (D 2 ) sen ax 
y dividiendo por L(—a 2 ) se tiene 
X 1 

senax = —-— senax con L(—a 2 ) 7 ^ 0. ■ 

L(D Z ) L(—a 2 ) 

Ejemplo 31. Hallar la solucion particular de (Z4 4 — 5 D 2 4-4 )y = sen3x. 
Solucion: 


Di - 5fi 2 + 4 Se “ 31 = WT ~5fl 2 + 4 561131 

(—3 2 ) 2 — 5(—3-) + 4 861131 = 81 +45 + 4 861131 
1 

-sen3x 


130 
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Teorema 4.20. 



Demostracion. Por la nota anterior y por la parte uno del teorema 4.19., 
tenemos que: 

L(D) = L\{D 2 ) sen ax+DL 2 {D 2 ) sen ax = L\{—a 2 ) sen ax+DL 2 (—a 2 ) sen ax = 
Li(—a 2 ) sen ax + L 2 (—a 2 )a cos ax ■ 


Ejemplo 32. Hallar la solucion particular para (D 2 +2D+2)y = e x cos 2x 
Solucion: 


y v = — - e x cos 2x = e x -—->---cos 2x 

yp D 2 + 2D + 2 (D + l ) 2 + 2(D + 1) + 2 

1 1 

= e x — - cos 2x = e x — - cos 2x 

D 2 + 2D + 1 + 2D + 2 + 2 D 2 + AD + 5 

= - 77^—7 cos 2x = e x ———- cos 2x 

(—2 2 ) + AD + 5 AD + 1 

x 4D - 1 AD i 

= e (40 -1)(4 d + 1) ™ 2 * = e leiTTT cos2j: 

, 4B - 1 „ r 4D - 1 

= e — 7 -tt - cos 2x = e-- cos 2x 

16(—2 2 ) — 1 -64 -1 

= — y^(A:D — 1 ) cos 2x = — — (—8 sen 2x — cos 2x) = — (8 sen 2x + cos 2x) 
—65 65 65 


Teorema 4.21. _ 

Sean L(D)y = hi(x) +ih- 2 (x ) y y p = y pi +iy P2 es una solucion particular de 
la E.D. anterior, ent.onces y pi es la solucion particular de la E.D. L(D)y = 
hi(x) y y P2 es una solucion particular de la E.D. L(D)y = h 2 (x). 

Demostracion. En efecto, como y p = y Pl + iy P2 es una solucion particular, 
entonces satisface la E.D.: L(D)y = h\(x) + ih 2 (x) 
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es decir, 

L(D)y p = h\{x) + ih 2 (x) 

L(D)(y pi +iy P2 ) = h^x) + ih 2 {x) 

L(D)y Pl + iL(D)y P2 = hi(x) + ih 2 (x) 

igualando la parte real tenemos 

L(D)y p i = hx{x) 

es decir, y pi es solucion particular de L(D)y = h\{x) 
e igualando la parte imaginaria tenemos 

L(D)y p 2 = h 2 {x) 

es decir, y P2 es solucion particular de L(D)y = h 2 (x) ■ 

Ejemplo 33. Aplicando el teorema 4.15, hallar una solucion particular 
de la E.D. (D 2 + a 2 )y = e iax = cos ax + i sen ax 


Solucion : observese que como L(D ) = D 2 + a 2 L(—a 2 ) = — a 2 + a 2 = 0, 
entonces no podemos usar cl Teorema 4.13 parte 2. y mas bien utilizamos el 
Teorema 4.15 


Vp = 75T5—y (cos ax + i sen ax) = ———re 
D z + a z + a z 

1 1 

= e iax _fp = e iax _ (i) 

(D + ia ) 2 + a 2 { ’ D 2 + 2 laD + a 2 - a 2 { J 


(D + 2 ia)D 


( 1 ) = 


2 ia + D 


x = e mx — 1 - — x 



giax 

2 a 



1 

2 a 


(cos ax + i sen ax) 


1 

2 a 
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Los dos terminos senalados en la expresion anterior no se tienen en cuenta 
porque 

Hh= Ci cos ax + C 2 sen ax 
y yh absorbe los terminos descartados , por lo tanto: 


y v = —x sen ax — i—x cos ax 
Up 2 a 2 a 


Del Teorema 4.15 concluimos qne 


y vi = —x sen ax 
2 a 


es solucion particular de la E.D. 


( D 2 + a 2 )y = cos ax 


UP2 ~ 2 a 

es solucion particular de la E.D. 


x cos ax 


(. D 2 + a 2 )y = sen cur 


Ejemplo 34. Hallar la solucion particular de ( D 2 + a 2 )y = cos ax 
Solucion : corno cos ax = parte real de e mx —Tt e e mx , entonces 


D' 2 + a 2 


R Je mx ) = R, 


= R ' = R ' ( e ‘“(Drkw (1) ) 

„ / i 1 \ 1 

= R t —x sen ax ^ i—x cos ax = —a: sen ax 
\2a 2 a J 2 a 

Ejemplo 35. Hallar la solucion particular de (D 2 +a 2 )y = sen ax = parte 
imaginaria de (e mx ) = I m (e mx ) 

Solucion : como sen ax = parte imaginaria de e iax =l iri e mx , entonces 


y P D 2 + a 2 1 m( emX ) lm \ D 2 + a 2 el ' 
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T ( 1 .1 \ 1 

= I„, —x sen ax — i—x cos ax = - x cos ax 

\2a 2 a J 2 a 

Nota: el anterior nretodo tambien se aplica para las E.D. de la forma 
L(D)y = g(x)senax o L(D)y = g(x)cosax, donde q(x) es un polinomio o 
exponencial o producto de polinomio por exponencial. 

Ejemplo 36. Hallar la solution particular de (D 2 — 2D+2)y = 4e x xsenx 
Solution: 


y » = WXwXl 4e * XSenX = 4eI (J+ i) 2- 2 (£> + 1) + 2 " Senl 

= 4e * D 2 + 2D + 1^— 2D — 2 + 2 xsenx ~ xseax 


= 4e "^TI xl™(e ix ) = 4e x I r 


D 2 + 1 


= 4eI1 "* ( e “(urW x ) = 4eIIra ( e V + »o-i + i * 




D + 2i V 2 


-e x I m (e ix - 1- — + -^— x 2 

2 V 2 U 2i (2 i) 2 _ 

He* i m U H) A-! + |b' 


D D 2 


= e x I m (cosx + i senx) ( —ix 2 + x + - 


= e —x cos x + x sen x + 


La homogenea asociada: 


(D 2 -2D + 2)y = 0 


tiene por cuacion caracteristica 


m 2 — 2m + 2 = 0 =>• m — 


2±JI 


2±2i 

2 
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=>- ijh — C\e x cos x + C 2 e x sen x 

y como eXc ° sx aparece en y h , entonces descartamos esta expresion de y p , por 
lo tanto la y p queda de la siguiente forma: 

y p = e x (—x 2 cos x + x sen x) 

Ejemplo 37. Utilizando el metodo de los operadores inversos resolver la 
siguiente integral: f x 2 cos xdx 
Solucion : 

f x 2 cos xdx = x 2 cos x = -^rX 2 R e e lx = R e ^- 
/ D D D 


= R, e* 


D + i 


,x 2 = H e e ix - [l-- + ?li 


2x 2 


= R e e lx (—i) x 2 -1-= R e e lx (—ix 2 + 2x + 2 i) 

i —1 

= R e (cos x + i sen x)(—ix 2 + 2x + 2 i) 

= (2x cos x — 2 sen x + x 2 sen x) + C 

Ejemplo 38. Usando el metodo de los operadores inversos, calcular la 
siguiente integral: f e 3x sen2 xdx 
Solucion: 


1 1 

e 3x sen2 xdx = — e 3x sen 2x = e 3x ^ ^ sen 2x 

3x D-3 0 3, D-3 

= e ' D^9 Sen2x = e ~2 2 — 9 S61l2a: 

g3i g3a: 

= — — (D — 3) sen 2x = — — (2 cos 2x — 3 sen 2x) + C 

.Lo -L o 


4.11.1. Ejercicios y problemas: 

Para los siguientes ejercicios hallar la solucion particular, utilizando el 
metodo de los operadores inversos: 

1. (D 2 + 16)2/ = a; cos 4a; 

(Rta .: y p — ^x cos Ax + fg sen4x) 
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2. ( D 2 + 4 )y = xe x sen x 

(Rta.: y p = e x [(^ - ^)cosx + (=£ + f)senx]) 

3. (D 2 + A)y = 64a; sen 2a: + 32 cos 2a; 

(Rta y p = 12x sen 2x — 8x 2 cos 2x) 

4. y'" — 5 y" + 6y' = 2 sen x + 8 

(Rta. : y p — — | cos x + | sen x + |x) 

5. (L> 2 + 9)y = 36 sen 3x 
(Rta y p — —6x cos 3x) 

6. ( D 3 + l)y = cos 2x + 2 sen 3x 

(Rta .: y p — A ( cos 2x — 8 sen 2x) + (27 cos 3x + sen 3x)) 

7. (L> 2 + 2L> + 2)y = e* sen x 
(Rta.: y p = — y(cosx — senx)) 

8. Calcular, utilizando cl metodo de los operadores inversos, f x 3 e 2x dx. 

(Rta.: ^(x 3 - + §x - f) + C) 

9. Calcular, J e~ pt t n dt, utilizando operadores inversos. 


(Rta.: ~^\t n + 


t n ~ 1 , n(n-l)t n ~ 2 

P ' P 2 


+ ■•■ + £ +C) 


10. Calcular, f xe I cos2x dx, utilizando operadores inversos. 

(Rta.: U [ x cos 2x + | cos 2x + 2x sen 2x — | sen x] + C) 

11. Dada la E.D. y" + by' + cy = e ax , donde a no es raiz de la ecuacion 
caracteristica. Mostrar que una solucion particular es de la forma y p = 


Ae ax , donde A = 


i 2 +a6+c ’ 


12. Dada la E.D. y" + by' + cy = e aa; , donde a es rafz de multiplicidad dos 
de la ecuacion caracteristica. Mostrar que una solucion particular es de 
la forma y p = Ax 2 e ax , donde A — |. 

4.12. E.D.O. DE EULER - CAUCHY 


Definicion 4.7. La E.D.O. lineal 

n d n y n—i d n ~^y dy 

a„x — + a n -\x w-1 + ... + aqx— + a 0 y = } (x) 
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donde «o, a±, ..., a n son constantes, a„ / 0 y /(i) es continua, se le llama 

E.D.O. de Euler-Cauchy. 

Para x > 0, con la sustitucion z — \nx o x = e z , convertimos la E.D. de 
Euler-Cauchy (que es de coeficientes variables) en una E.D. con coeficientes 
constantes. 

Vearnos por cl metodo de induccion que 
d n y 

x n = D Z (D Z - 1)(D Z - 2)... (D z - (n - 1 ))y 

En efecto, para n = 1, como 

dz 1 dy dy dz dy 1 

dx x dx dz dx dz x 

dy dy 

=» x— = — = D~y (4.10) 

dx dz 

Supongamos que se cumple para n = k: 


x k = D z (D z - 1 )(D Z - 2)... (D z - (k - 1 ))y (*) 

y vearnos que para n — k + 1 se cumple que: 

xk+1 ^kTi = ~ !)(^ -2 )...{D Z - k)y 

derivando (*) con respecto a x , utilizando la regia de la cadena y las hipotesis 
de induccion para n = k: 


+ fa 1 " 1 = 4 (D,(D, - 1)(D, - 2)... (L>, - (fc - l))j) (4P 

dx K+1 dx K dz \dx j 

= (D\(D Z -l)(D z -2)...(D,-(k-\)) V 

+ fa ‘0 = D ^ D ‘ - m - 2) • • • (O, - (fc - 1))!/ 

*‘ +1 = D *(D; - m - 2) • • • - (* - 1))!/ - 

= £>?(£>, -!)(£>*- 2)... (D, - (fc - l))y 
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- kD z (D z - 1 )(D Z - 2)... (D z - (k - 1 ))y 
= D Z (D Z -l)(D z -2)... (D z - (k - 1 )){D Z - k)y 

hemos demostrado que para todo n = 1 , 2, ... se cumple que 
d n y 

= D Z (D Z - 1 )(D Z - 2)... (D z - (n - 1 ))y (4.11) 

donde z = lnx 

Nota: con x < 0 se hace la sustitucion z = ln(— x) y se llega la misma 
formula anterior. 

Ejemplo 39. Resolver la siguiente ecuacion de Eulcr-Cauchy 

x 2 y" + xy' + y = sec(lnx) 

Solution: 


z = In x => D Z (D Z — 1 )y + D z y + y = sec z 
D'ly - D z y + D z y + y = sec z 
D 2 z y + y = sec z =>■ {D 2 Z + 1)?/ = sec z 
Ecuacion caracterfstica: 

m 2 + 1 = 0 => m = ±i 


1. tjh — C\ cos z + C 2 sen z 

Para hallar y p solo podemos aplicar el rnetodo de variation de pararne- 
tros, ya que los otros dos metodos no sirven para trabajar con las 
funcion secante. 

La solution particular, por el metodo de varicacion de parametros, es 
de la forma 

y P = uiyi + u 2 y 2 

con iji = cos z y y 2 = sen z 


2- W{y^y 2 ) 


ll\ 

„ / 

V2 

„ / 

— 

cos z 

sen 2 : 

lh 

y-i 


— sen z 

cos^ 


cos 2 z + sen 2 z 


1 


3. u\ = 


f {z)V2 _ _ sec z sen z 

W(y!,y 2 ) ~ 1 

f{z)y i _ sec z cos z _ i 

W(yi,y2) ~ 1 


= — tan Z 
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4. u\ — f u\ dz = In | cosz|, u 2 — f u' 2 dz = z 

5. y v = Uiyi + U 2 II 2 = (In | cos z |) cos z + z sen z 

6. y — Vh + y p — Ci cos z + c 2 sen z + cos z In | cos z\ + z sen z 

y = C\ cos(ln x) + C 2 sen(ln x) + cos (In x) In | cos(ln x) | +,ln x sen (In x) 

4.12.1. Ejercicios y problemas: 

Resolver las siguientes E.D. de Euler-Cauchy: 

1. x 2 — x ^ + 2y — x In x 

(Rta.: y = (7ixcos(lnx) + C 2 X sen (In x) + x In x) 

2. (x - l) 3 + 2(x - iy- g - 4(x -1)1+% = 41n(x - 1) 

(Rta.: y = Ci(x — 1) + C 2 (x — l) -2 + C 3 (x — l) 2 + ln(x — 1) + 1) 

3. x 2 y" — xy' + y — x In 3 x 

(Rta.: y = C\X + C 2 x In x + A x In 5 x) 

4. x 3 D 3 y + 3 x 2 D 2 y + 4 xDy = sen(\/31na;) 

(Rta.:y = Ci + C 2 cos(v / 3 lnx) + C 3 sen(y / 3 lnx) — lnj;sc 4 v ^ lnx ) ) 

5. x 3 D 3 y + 3 x 2 D 2 y + xDy = x 3 

(Rta.: y = Ci + C 2 In |x| + C 3 In 2 |x| + y^ 3 ) 

6. x 2 D 2 y — AxDy + 6 y = In a; 2 

(Rta.: y = CiX 3 + C 2 x 2 + | In re + A) 

7. x 2 D 2 y + xDy + 9 y = cos(lnrc 3 ) 

(Rta.: y = Ci cos(lnx 3 ) + C 2 sen(lnrc 3 ) + | In x sen (In rc 3 )) 

8. y" ~ly'+^y = ^- x 

(Rta.: y = Circ 2 + C 2 x + x 2 In |1 + x\ + x In |1 + rc|) 

9. Hallar una base para el nucleo del operador diferencial definido por: 

L(D) = x 2 D 2 -xD + 5: C 2 (I) —> C{I ) 


(Rta.: (x cos(ln x 2 ), x sen(ln x 2 )) 
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Hacer el carnbio de variable z = z(x) en la Ecuacion Diferencial 
homogenea 

1)" + P(x)y' + Q(x)y = 0 


y mostrar que esta Ecuacion Diferenccial se puede trasformar en 
una Ecuacion Diferencial de coeficientes constantes si y solo si 


(Q’ + 2PQ)/Ql 


es constante y mostrar que en este caso z = f yQ(x) dx. 

b) Utilizando a) mostrar que para la Ecuacion Diferencial de Euler- 
Cauchy, el carnbio de variable es z — lnx ( o sea x = e z ). 


4.13. APLICACIONES DE LA E.D. DE SE¬ 
GUNDO ORDEN 

4.13.1. MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE 

Supongamos que tenemos un resorte dispuesto en forma vertical, con el 
extremo superior fijado a una superficie horizontal y el otro extremo libre al 
cual se lc fija una carga de masa m, la fuerza de recuperation del resorte esta 
dada por la Ley de Hooke: 

F = ks 

donde 

s: elongation del resorte. 
k: constante elastica del resorte. 


Deduzcamos la E.D. que rige el movimiento de la masa sujeta al resorte 
(ver figura 4.2) 

Por la segunda ley de Newton tenemos: 


ax 

m -— = — F + mg = —k(x + s) + mg 


-F + mg = —kx —ks + mg 


d^x 

m——r = —kx =>■ m 
dt 2 


d 2 x 
dt 2 


+ kx 


0 
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con carga y 

con carga y 

sin carga 

en equilibrio 

con movimiento 



Figura 4.2 



Sol. general 

x(t) = C i cos cot + C 2 sen cot 

Condiciones iniciales: 

x(0) = a 

Si a > 0: cl cuerpo esta por debajo de la P.E. (Posicion de Equilibrio) 
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Si a < 0: el cuerpo esta por encima de la P.E. 
Si a = 0: el cuerpo esta en la P.E. 


a/(0) = [3 

Si [3 > 0 el cuerpo inicia su movimiento con velocidad hacia abajo. 

Si [3 < 0 el cuerpo inicia su movimiento con velocidad hacia arriba. 

Si f3 = 0 el cuerpo inicia su movimiento desde el reposo. 


Llamemos 


y hacemos 


o sea que 


'Cl + Cl = A 


sen© = —. cos© = — 
A A 


tan cj) =^~ 
©2 


La constante A se le llama la amplitud del Movimiento Armonico Simple 
(M.A.S.). y el angulo 4> se lc llama angulo de Fase. 

Como 


A{C\ cos cot + C‘i sen u£) A (C\ C 2 

x(t) = —-- - - = A — coscutH—-sen cut 

w A \ A A 

= A(sen 0 cos ut + cos sen cot) = A sen (cot + 0) 

Periodo de Vibraciones Libres T se define ash T = — 


Frecuencia f de vibraciones libres se define como cl inverso del periodo, 
es decir: f — b — 

J / /7T 


Nota: Si el eje x lo tomamos a partir del extremo del resorte fibre (sin 
carga) en la Figura 4.2, y cambiando la x por x + s en la Ecuacion Diferencial 
mCf + kx = 0, esta queda convertida en mC § + kx = mg. 
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con carga y 
con movimiento 


P.E.: x = 0 



l'quido 


Figura 4.3 


4.13.2. MOVIMIENTO AMORTIGUADO 

Cuando el cuerpo snjeto al resorte se mueve en un medio qne produce 
friction sobre cl cuerpo, entonces decimos que el movimiento se efectua con 
amortiguamiento (ver figura 4.3), supongamos que el amortiguamiento es 
directamente proportional a la velocidad. Por la segunda ley de Newton 
tenemos: 

d 2 x . dx 

m—— = —k (x + s) + mg — p — 
dt 1 dt 

donde (3 constante de friction o constante de amortiguamiento. 

d 2 x n dx , 
m—— + p— + kx = 0 


Dividiendo por m: 


Donde, 2A= — >0yo; 2 = — 

' m J m 


Ecuacion caracteristica: 


. dx o 
2A— —\- uj x — 0 
dt 


p 2 + 2A p + u 2 = 0 


-2A ± a/ 4A 2 - 4ca 2 


-2A ± 2-v/A 2 ” 


P 1,2 = 


= -A± VV 
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De acuerdo al discriminante A 2 — co 2 pueden suceder tres casos: 
1.) Cuando A 2 — oj 2 > 



Cuando A 2 — oj 2 > 0, enton- 
ces a este movimiento se le lla¬ 
ma sobreamortiguado (Ver fi- 
gura 4.4), en este caso pi y p 2 son 
negativos, y como 

x(t) = C ie pit + C 2 e P2t = 

(7 ie (-*WA 2 -w 2 )t^£^ e (-A-\/A 2 -w 2 )t 

(4.12) 


Figura 4.4 Sobreamortiguado p Qr ^ an ^ 0 


lim x(t) = 0 

t —>oo 


Cuando A 2 — to 2 = 0, a este movi¬ 
miento se lc llama criticamente 
amortiguado (Ver figura 4.5). 

x(t) = C 1 e~ xt + C 2 te~ xt 

= e~ xt (Ci + C 2 t), (4.13) 


t por lo tanto lim x(t) = 0 

t —^OO 


Figura 4.5 Criticamente amortiguado 

3.) Cuando A 2 — oj 2 < 0 o lo que es lo mismo u 2 — A 2 > 0, a este movi¬ 
miento se le llama subamortiguado (Ver figura 4.6). 
x(t ) = C\e~ xt cos \/u; 2 — A 2 1 + C 2 e~ xt sen y/uj 2 — A 2 1 

Llamemos \JC 2 + C 2 = 4 y t = sen 4> y — cos entonces 



x(t) = A 


C\e xt cos \foj 2 — A 2 1 + C 2 e xt sen \Joj 2 — A 2 1 


- xo. . C 2 


— Ae — cos vw 2 — A 2 t H—— sen \Au 2 — A 2 t 
V A A 




152 CAPITULO 4. TEORIA DE LAS E.D.O. LINEALES 



Figura 4.6 Subamortiguado 


= Ae xt sen(\/u; 2 — A 2 1 + 0) 


Donde 0 se lc llama el angulo de fase. 


Nota: respecto al movimiento sobreamortiguado y criticamente amorti- 
guado debemos anotar que no son movimientos oscilatorios y cruzan a lo 
sumo una vez la position de equilibrio como se ve en las graficas 4.4 y 4.5 


4.13.3. MOVIMIENTO FORZADO. 

Ahora supongamos que cl cuerpo sujeto al resorte esta en un medio que 
produce friction y tambien hay una fuerza exterior F(t) que actua sobre el 
cuerpo (ver figura 4.7). Por la segunda ley de Newton: 

d 2 x dx 

771—-r- = —k(x + s) + mg — p— -b r It) 

dt z dt 

(i^ T AT 

m-— = —kx — ks + mg — (3— + F(t ) 

dt 2 dt 

d 2 x „dx , . 

+ft ii + kx = m 

V.- - ---' 

E.D. segundo orden de coef. ctes, no homogenea 


Nota: Si el eje x lo tomamos a partir del extremo del resorte fibre (sin carga), 
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con carga, con movimiento 
y con fnerza externa 



Figura 4.7 


con cl cambio de variable y = a;+s, la Ecuacion Diferencial mCf +/3^ + kx = 
F(t ) queda trasformada en la Ecuacion Diferencial m4r| + + ky = 

mg + F(t). 

Ejemplo 40. (Sin Amortiguacion) Este problema se lc llama de Amplitud 
Modulada (A.M.). 


d 2 x 
dt 2 


+ lo 2 x 


= F 0 cos yt, 


donde F 0 = constante, x( 0 ) = 0 y x'( 0 ) = 0 . 
Solution: la ecuacion caracteristica: 


m 2 + to 2 = 0 m = ±ixi 


Por lo tanto la solution homogenea y particular son 


x h (t) 

x p (t) 


Ci cos out + C 2 sen out 
—^—2 F 0 cos 7 1 = F 0 ——2 cos 1* 


-Y + w- 


uj 2 — y 2 


cos yt 
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Solution general: 


x(t) = C\ cos cot + C 2 sen cot + 


Si elegimos corno condiciones iniciales: 


- 7 cos 7 1 

CO 2 — 7 Z 


x( 0 ) = 0 , x'( 0 ) = 0 


entonces 


luego 


x(t) = 


Ci = C2 = 0 

L0 Z — 7 ^ 


——-—cos cot + COS 'ft) = - 0 — -(cos'ft — coscot) 
co 2 — 7 2 co 2 — 7 2 

2 F 0 + 

— -- sen - t sen - t 


co 2 - 7 2 V 2 J V 2 


Periodo de sen (se calcula asi: 


co — r y\ 47 r 

- ' Ti = 2vr =7 7? =- 

2 J co - 7 


Periodo de sen (^± 2 ) se calcula asi: 


T, = Or =* T 2 = tiV 
\ 2 J 2 co + 7 

=7 Ti > T 2 (Ver figura 4.8) 

Ejemplo 41. (Sin Amortiguamiento) Este problcma se le llama de re- 
sonancia, ya qne la velocidad angular (o frecuencia angular) de la fuerza 
exterior esta en resonancia con la velocidad angular (o frecuencia angular) 
del cuerpo, es decir, co — 7 . 

d^ 1 t 

—— + co 2 x = F 0 sene ot, 
at 2 


donde x( 0 ) = 0 y a/( 0 ) = 0 
Solution: 
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Xh(t) 
Xp(t ) 



F 0 (Im(cos^ + i sen cat) —— 

Z luj 

Ft, , ,1 ,x 

— (—t costat H-seneat) 

2ca v 2uj ’ 



descartamos cl termino sen cat ya que esta en Xh', la solution general es 
x(t) = Xh + x p = Gi cos tat + C 2 sen Lot — p) t cos cat. Con las condiciones 
iniciales hallamos C\ y C 2 y obtenemos (ver fignra 4.9): 


x(t) 
x(t) I 


, . , . F 0 sen cat 

x h (t)+x p (t) = —^ 2 — 


F 0 

— t cos cot 
2 ca 


F 0 sen cat F 0 , , t->00 

---1 cos cat —>• 00 

2ca 2 2ca 
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x{t) 



Figura 4.9 Resonancia 


NOTA: la E.D. del movimiento vibratorio de los resortes tambien se 
aplica en: 

a). Circuitos en serie. 


L 



Figura 4.10 

• q(t) es la carga instantanea (medida en culombios) 

• E(t) es el voltaje o fuerza electromotriz suministrada (medida en 
voltios) 

• L es la inductancia (medida en henrios) 

• R es la resistencia (medida en ohmios) 

• C es la capacitancia ( medida en faradios) 
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b). Barra de torsion. 



La E.D. que rige el movimiento de tor¬ 
sion de un cuerpo suspendido del ex- 
tremo de un eje elastico es (ver figura 
4.11) 

d 2 9 dO rn , 

I dP + c Tt +ke ~ l T{t) 


Figura 4.11 


donde 


/ es cl momento de inercia del 
cuerpo suspendido 

c es la constante de amortiguacion 

k es la constante elastica del eje 

T(t) es la fuerza de torsion exte¬ 
rior suministrada al cuerpo 


c). Movimiento pendular 


a 

\ 

\ 





Figura 4.12 


Un pendulo es una rnasa m atada al 
extremo de una cuerda de longitud a y 
de masa despreciable y el otro extremo 
fijo (Ver figura 4.12). Hallemos la E.D. 
que rige su movimiento sin friccion. Por 
la segunda ley de Newton y tenicndo en 
. cuenta que la componente del peso en 
y la direccion tangencial es mg sen 6, se 
* tiene que 

i 

d 2 s 

m—— = —mg send, (4-14) 

ILL 

g pero s = a6, luego = a c j^§ y susti- 
tuyendo en 4.14 se obtiene 


a —y = —g send 


(4.15) 
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dc la cual obtenemos la E.D. no lineal 

d 2 0 g 

— + - sen d = 0 
dt z a 

Para valores pequenos de 9, se tiene que send ~ d y por tanto 

d 2 6 g 

+ -9 = 0 
dt z a 


(4.16) 


(4.17) 


que es una E.D. lineal. El proceso anterior lo llamamos linealizacion de 
una E.D. no lineal. 

En forma similar obtenemos la E.D. para el pendulo amortiguado 

d 2 6 c d6 g . . 

— H-— + -send = 0 (4.18) 

dV m dt a 

donde c es la constante de amortiguamiento. Linealizando 4.18 

d 2 6 cdOg 

dfi + mdi + a 6 = 0 (4 ' 19) 


Ejemplo 42. 



Figura 4.13: Yo-Yo 


Un cilindro homogeneo de radio r pies y peso 
W libras y momento de inercia = — 
(con respecto a su eje g), tiene una cuerda 
flexible enrollada alrededor de su eje central. 
Cuando el cuerpo cae la resistencia del aire es 
yA veces su velocidad instantanea. Si arranca 
desde el reposo, hallar la distancia y de cafda, 
en funcion del tiempo t, la velocidad lfniite 
y el porcentaje de velocidad lfniite adquirido 
en 20 seg. (Ver figura 4.13) 


Solucion. Si d es el angulo de giro alrededor del eje g en sentido horario (ver 
figura 4.13), entonces y — r9 y por tanto 


dy dO 


d 2 y d 2 6 


v — — — r— y a = — T = r-— 
dt dt dt 2 dt 2 
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Por la segunda ley de Newton: 


de fuerzas en la direction del eje y = m—(4.20) 


luego 


rp .. - W dy d 2 y 

T + W -— — = m-— 

170 dt dt 2 


O: V de torques alrededor del eje g = - 

dt 2 

_ W r 2 1 d 2 y _ Wr d 2 y 
g 2 r dt 2 2 g dt 2 

despejando T en (4.22) y sustituyendo en (4.21), se tiene 

_lEd 2 ?/ w _ wd V_, d 2 y _Wd 2 y 
2 g dt 2 170 dt dt 2 g dt 2 

3Wd 2 y W dy Tjr 

2 9 dt 2 170 dt 

luego 

d 2 y _g_dy_ = 29 
dt 2 + 255 dt ~ 3 

las condiciones iniciales son 7/(0) = 0 y y'(0) = 0. 


(4.21) 


(4.22) 


La solution general es 


y — Cj + C 2 e 255 4 + 170(t-) 


y 1 a, solution particular es 


la vclocidad es 


la velocidad lnnite 


170 x 255 p, t 255. 

- gm* + I70(t-) 

9 9 


1 / = —170e _ 255‘ + 170 


lim y = 170 = Vi 

t—t OO 


el porcentaje de velocidad lnnite 
z/(20) r -170e-& w + 170. 


-100 = 


; 100 = (1 - e _ 255 2 °)100 = (1 - e "* 9 )100 
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4.13.4. Ejercicios y problemas: 

Resolver los siguientes ejercicios: 

1. Un peso de 8 libras sujeto a un resorte, esta sometido a un movimiento 
armonico simple. Determinar la ecuacion del movimiento si la constante 
del resorte es 1 libra/pie y si el peso se suelta desde un punto que 
esta 6 pulg. bajo la posicion de equilibrio con una velocidad clirigida 
hacia abajo de |pie/seg. Hallar la solucion utilizando cl angulo de 
fase. 

(Rta.: x(t ) = \ cos 2t + | sen 2 t = sen(2t + 0,5880)) 

2. Un peso de 24 libras sujeto al extremo de un resorte lo estira 4pulg. 
Encuentre la ecuacion del movimiento si cl peso, en reposo, se suelta 
desde un punto que esta 3pulg. sobre la posicion de equilibrio. 

(Rta.: x(t) = —^cos 4\/6£) 

3. Un extremo de una banda elastica esta sujeto a un punto A. Una rnasa 
de 1 kg. atada al otro extremo, estira la banda verticalmente hasta un 
punto B, de tal manera que la longitud AB es 16 cm. mayor que la lon- 
gitud natural de la banda. Si la masa se estira mas, hasta una posicion 
de 8 cm. debajo de B y se suelta; cual sera su velocidad (despreciando 
la resistencia), al pasar por B? 

(Rta.: mts./seg.) 

4. Un resorte, cuya constante es k = 2, esta suspendido y sumergido en un 
liquido que opone una fuerza de amortiguacion numericamente igual a 4 
veces la velocidad instantanea . Si una masa m se suspende del resorte, 
determinar los valores de m para los cuales cl movimiento posterior no 
sea oscilatorio. 

(Rta.: 0 < m < 2) 

5. Un peso de 32 libras estira un resorte 6 pulgadas. El peso se mueve en 
un medio que opone una fuerza de amortiguacion numericamente igual 
a (3 veces la velocidad instantanea. Determinar los valores de f3 para 
los cuales el sistema mostrara un movimiento oscilatorio. 

(Rta.: 0 < 0 < 16) 

6 . Un bloque cubico de rnadera cuyo lado rnide 1 pie se hunde hasta que su 
cara superior esta a nivel de la superficie del agua y luego se suelta. Se 
encuentra que el periodo es 1 seg.. Despreciando la resistencia, hallar la 
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E.D. del movimiento del bloque y hallar cl peso P del bloque?(Ayuda: 
la fuerza hacia arriba ejercida sobre cl bloque es igual al peso del agua 


desaloiada por el bloque: densidad de peso del agua: 62,41b/pie 3 ) 
(Rta.: § + = ^) 


7. Un bloque cilmdrico de madera, de radio y altura lpie y cuyo peso 
es 12,48libras, flota en el agua (densidad del agua 62,4libras/pie 3 ), 
manteniendo su eje vertical. Si se hunde de tal manera que la superficie 
del agua quede tangente al bloque y luego se suelta. Cual sera el perfodo 
de vibration y la ecuacion de su movimiento? Desprecie la resistencia. 
Ayuda: La fuerza hacia arriba ejercida sobre el bloque es igual al peso 
del agua desplazada por el bloque. 

(Rta.: -j= seg., x = (^ — 1) cos \/5ng t pie.) 


8 . Un peso de 10 libras sujeto a un resorte lo estira en 2 pies. El peso 
se sujeta a un mecanismo de amortiguacion que ofrece una resistencia 
numerica igual a (3 veces la velocidad instantanea (/? > 0). Determinar 
los valores de la constante de amortiguacion f3 de rnodo que el mo¬ 
vimiento sea: (a) sobreamortiguado, (B) crhticamente amort iguado, © 
subamort iguado. 

(Rta.: ®/3>§,®/3 = §,©0</3<§] 


9. Despues que un peso de 5 libras se sujeta a un resorte de 5 pies de lar¬ 
go, el resorte rnide 6 pies. Se saca cl peso de 5 libras y se lo reemplaza 
por un peso de 8 libras; cl sistema completo se coloca en un medio que 
ofrece una resistencia numericamente igual a la velocidad instantanea; 
a) Encuentre la ecuacion del movimiento si el peso se suelta desde un 
punto que esta a | pie bajo la posicion de equilibrio con una velocidad 
dirigida hacia arriba de 3pie/seg. b) Ecuacion con angulo de fase. c) 
Encuentre los instantes en los que cl peso pasa por la posicion de equi¬ 
librio en direction hacia arriba. 

(Rta.: a) x = |e _2t cos4 1— |e~ M sen4 1; b) x — ^e~ 2t sen(4t + ^); c) 

I - 7 * Hi"- n= 1,3,5,...) 


10. Una fuerza de 2 libras estira un resorte en un pie. Manteniendo fijo 
un extremo, se sujeta un peso de 8 libras al otro extremo; el sistema 
esta sobre una mesa que opone una fuerza de roce numericamente igual 
a § veces la velocidad instantanea. Inicialmente el peso esta desplaza- 
do 4pulg. de la posicion de equilibrio con el resorte comprimido y se 
le suelta desde el reposo. Encuentre la ecuacion del movimiento si se 
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realiza a lo largo de una recta horizontal, la cual se elige corno eje X. 
(Rta.: x(t) = — | e~ 2t + ^ e~ 4t ) 

11. Un peso de 24 libras estira un resorte en 4 pies. El movimiento subsi- 
guiente se realiza en un medio que ofrece una resistencia numericamen- 
te igual a /3 veces la velocidad instantanea (/3 > 0). Si el peso parte 
de la posicion de equilibrio con una velocidad dirigida hacia arriba de 
2pies/seg., y si (3 > 3v^2, comprobar que, 

o 2 _ 

x(t) = - 7 e _ ^ /3t senh - W/3 2 — 181 

y/^18 3 V/ 

12. Una rnasa de una libra sujeta a un resorte cuya constante es 9 libras/pie. 
El medio ofrece una resistencia al movimiento numericamente igual a 6 
veces la velocidad instantanea. La rnasa se suelta desde un punto que 
esta 8pulg. sobre la posicion de equilibrio con una velocidad dirigida 
hacia abajo de v 0 pies/seg.. Determinar los valores de v 0 de rnodo que 
posteriormente la rnasa pase por la posicion de equilibrio. 

(Rta.: Vo > 2 pies/seg.) 

13. Un peso de 16 libras estira un resorte en | pies. Inicialmente cl peso 
parte del reposo desde un punto que esta a 2 pies bajo la posicion 
de equilibrio y cl movimiento posterior se realiza en un medio que 
opone una fuerza de amortiguamiento numericamente igual a \ de la 
velocidad ins-tantanea. Encuentre la ecuacion del movimiento si el peso 
es impulsado por una fuerza exterior igual a fit) = 10cos3f. 

(Rta.: x(t) = e~^[— | cos ^-t — sen ^-t] + y(cos3t + sen3t)) 

14. Un peso de 4 libras esta suspendido de un resorte cuya constante 
es 3lbs/pie. El sistema completo se sumerge en un liquido que opo¬ 
ne una fuerza de amortiguaeion numericamente igual a la velocidad 
instantanea. A partir de t = 0, se aplica sobre el sistema una fuerza 
exterior fit) = e~ t . Determinar la ecuacion del movimiento, si cl peso 
se suelta a partir del reposo, desde un punto que esta 2 pies bajo la 
posicion de equilibrio. 

(Rta.: x = cos2y/2t + ^\^2e~ 4t sen2y / 2f + ^e - *) 

15. Al sujetar una rnasa de 2 kilogramos a un resorte cuya constante es 
32Nw/m, este queda en reposo en la posicion de equilibrio. A partir de 
t — 0, una fuerza f(t) = 68e _2t cos(4t) se aplica al sistema. Encuentre 
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la ecuacion del movimicnto en ausencia de amortiguacion. 

(Rta.: x = — \ cos4t + | sen4f + |e _2t (cos4 1 — 4sen4t)) 

16. A1 sujetar una masa de un slug a un resorte, este se estira 2 pies y luego 
queda en reposo en la position de equilibrio. A partir de t = 0 una 
fuerza exterior f(t) = 8 sen 41 se aplica al sistema. Hallar la ecuacion 
del movimicnto, si el medio qne rodea al sistema opone una fuerza de 
amortiguacion igual a 8 veces la velocidad instantanea. 

(Rta.: x = \e~ At + te~ 4t — \ cos4t) 

17. Hallar las E.D. del sistema de resortes acoplados con constantes k\ y 
k -2 y masas mi y m 2 respectivamente, como se muestra en la fignra 4.14 

(Rta.: = ^hx + k 2 (y - x), = -k 2 (y - x)) 


con carg:a y con carga y 

en equilibrio en movimiento 



Figura 4.14 


18. Un peso de 4 libras estira un resorte una pulgada. Si un peso de 12 
libras se coloca en un extremo del resorte y cl otro extremo se mueve 
de acuerdo a y — sen \/3gt. Encontrar la E.D. del movimicnto del peso 
y resolverla. 

(Rta.: = —A(x — y), x = —2\/3sen2 yfg t + 4seny ^3g t ) 
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19. Dos pesos de 96 libras y 64 libras se mueven horizontalmente en una 
superficie lisa, cada resorte tiene k = k\ = k 2 = 600. En t — 0 los 
resortes estan sin estirar y el de peso 96 tiene una velocidad de 600 
pies/seg. alejandose del muro y cl otro esta en reposo. Encontrar 
las E.D. del movimiento . (Ver figura 4.15) 



Figura 4.15 



Figura 4.16 


20. Hallar las E.D. del sistema de tres resortes acoplados con constantes 
hi, k 2 , k :i y masas m\ y m 2 respectivamente, corno se muestra en la 
figura 4.16 

(Rta.: = ~hx + k 2 (y - x), m 2 ^ = -k 2 (y - x) - k 3 y) 






4.14. ANEXO CON EL PAQUETE MAPLE 
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El resorte de la figura 4.17 tiene 
una longitud l cuando esta sin 
estirar; el collar situado en un 
extremo del resorte tiene un peso 
W y se desliza por la varilla 
horizontal sin friction. Expresar 
la aceleracion en funcion de x; 
hallar la velocidad cuando pasa 
por C, si se suelta desde el reposo 


a una distancia x = xq. 
(Rta.: v = \/#(v^ 2 + x o 



y Figura 4.18 


En la figura 4.18 el cilindro de ra¬ 
dio r esta suspendido de una cuer- 
da y un resorte corno lo indica la 
figura, el resorte tiene una cons- 
tante k. Hallar el periodo y la fre- 
cuencia de vibration del cilindro. 
(Rta.: 



de m es la masa del cilindro.) 


4.14. ANEXO CON EL PAQUETE Maple 


Ejemplo 42. Hallar con el paquete Maple las rafces del polinomio ca- 
racteristico de la E.D. + 5 — 2y^ — 10 y" + y' + 5y = 0 
Solucion: la ecuaciom caracteristica de esta E.D. es 


m 5 + 5 m 4 — 2 m 3 — 10 m 2 + m + 5 = 0 


Efectuamos los siguientes comandos: 


>eq := m~5+5*m"4-2*m~3-10*m~2+m+5=0; 
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>sols := [solve(eq,m)]; 

sols := [—5, —1, —1,1,1] 

Ejemplo 43. Hallar la solucion general y la particular de la E.D. 

(D 3 - 3D 2 + 9 D + 13)i/ = 0 

con las condiciones iniciales //(O) = 1, //(Cl) = 2, y"{ 0) = 3, graficar la 

solucion particular 

> restart; 

> DE(tools):diff(y(x),x,x,x)-3*diff(y(x),x,x)+9*diff(y(x),x)+13*y(x)=0; 

~ ^ y{ - x) + 9 ~^ y ^ + 1%(x) = 0 

> dsolve({°/ 0 ,y(0)=l ,D(y) (0) =2 ,D(D(y) ) (0)=3> ,y (x) ) ; 

y(x) = sen(3x) + cos(3t) 

9 9 9 


>plot(rhs(%),x=-2..2); 
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Figura 4.19 

Ejemplo 44. Resolver con el paquete Maple la E.D. y" + 25y = 20 sen5a: 

Solucion: 

>restart; 

>y(x):=C*x*cos(5*x)+F*x*sin(5*x); 

y(x ) := Cxcos(5x) + Fxsin(5x ) 

>yp:=diff(y(x),x); 

yp := Ccos(5x) — 5Cxsin(5x ) + Fsin(5x) + 5Fxcos(5x) 

>ypp:=diff(yp,x); 

ypp := — 10Csin(5x) — 25Cxcos(5x) + 10Fcos(5a;) — 25Fxsin(5x ) 

>yPP + 25*y(x)-20*sin(5*x)=0; 

— 10Csin(5a;) + 10Fcos(5a;) — 20sin(5x) = 0 
> collect(7„, [cos(5*x) ,sin(5*x)]) ; 
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10Fcos(5x) + (-10 C - 20)sin(5x) = 0 

> solve({10*F=0,-10*C-20=0},{F,C»; 

F = 0,C = —2 

Ejemplo 45. Resolver con el paquete Maple la E.D. por el metodo de va¬ 
riation de parametros y" + y = sec x tan x 

>with(linalg):yl:=cos(x);y2:=sin(x);fx:=sec(x)*tan(x); 

y 1 := cos(a;) 
y2 := sen(x) 
fx := sec(x) tan(x) 
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B := — In (cos (x)) 


>SolGen:=Cl*yl+C2*y2+A*yl+B*y2; 

( S0H (x') \ 

-—4 + x ) cos (x) —In (cos (x)) sen (x) 

cos (x) J 


>simplify((SolGen),trig); 


Cl cos (x) + C2 sen (x) — sen (x) + x cos (x) — In (cos (x)) sen (x) 

observese que en la solncion general anterior la expresion — sen(x) es absor- 
bida por C'2 sen(x), qnedando como solucion general: 


Cl cos (x) + C2 sen (x) + x cos (x) — In (cos (x)) sen (x) 




o 
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CAPITULO 5 

SOLUCIONES POR SERIES 


5.1. INTRODUCCION 

■ Una serie de potencias en (x — a), es una expresion de la forma 

OO 

J2c n (x~a) n . 

n=0 

■ Toda serie de potencias tiene un intervalo de convergencia qne consiste 
de todos los puntos para los cnales la serie es convergente, por esto, 
decimos qne una serie de potencias define una funcion cnyo dominio es, 
precisamente, el intervalo de convergencia. 

■ Una serie de potencias converge absolutamente en un numero x, si 

OO 

J2\Cn\\x-a\ n 

n=0 

es convergente . 

■ Todo intervalo de convergencia tiene un radio de convergencia R. 

■ Una serie de potencias converge absolntamente para \x — a\ < R y 
diverge para \x — a\ > R. Cuando R — 0, la serie solo converge en 
x = a. Cnando R = oo, la serie converge para todo x. 
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■ El radio de convergencia se obtiene mediante el criterio de la razon, en 
efecto, como 

v C n+ i(x — a) n+1 ! , r c n+ 1 ! | -| 

lim ———--- = a; — a lim ——— = L\x — a < 1 

n—too C n {x — a) n n—too C n 

/ c 

donde L = Km 1, +1 y como la serie es convergente cuando 

n—>-oo (_ ' n 

|x — a | < R, entonces el radio de convergencia es R = j. 

■ Sii?^06-R^cx), el intervalo de convergencia puede o no inclnir los 
extremos a — R , a + R de dicho intervalo. 

■ Una serie de potencias representa nna fnncion continua en cl interior 
de su intervalo de convergencia. 

■ Una serie de potencias puede ser derivada termino a termino en el 
interior de su intervalo de convergencia. 

■ Una serie de potencias puede ser integrada termino a termino en el 
interior de su intervalo de convergencia. 

■ Dos series de potencias pueden ser sumadas termino a termino si tienen 
un intervalo comun de convergencia. 

SERIES MACLAURIN DE ALGUNAS FUNCIONES 

1. e* = l + a; + f + f + ... + f+ ...= 

n=0 

convergente para todo x real ( o sea para — oo < x < oo) 


2. sen^^-t + t-fr + .-. + l-ir^ 

convergente para todo x real. 


= £(- 1 )' 
n =0 


(2n+l)! 


3 . cosa; — 1 — + — + (-l) n ^)T + 

convergente para todo x en los reales. 


= £(-!)’§ 5 . 

n =0 


. , ^,3 J1 „2n+l 

4 . senha; = a; + - 3 r + 5 r + y r + ...+ (2r)+1)! + • • 


(2n+l)! 


convergente para todo x real. 
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10. Serie binomial: 

(1 + xy = 1 + rx + -h -—— 2 -h ... 

convergente para x en cl intervalo — 1 < x < 1 

5.2. SOLUCION EN PUNTOS ORDINARIOS 

Snpongamos que la ecuacion 

a- 2 {x)y" + ai(x)y' + a 0 (x)y = 0 

se puede escribir asi: 

y" + P(x)y' + Q(x)y = 0 
donde a 2 (x) ± 0 en / y P(x) = ^ y Q(x) = ^ 
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Definicion 5.1 (Punto Ordinario y Punto Singular). a. Se dice que 
x = a es un punto ordinario de la E.D. y" + P(x)y' + Q{x)y = 0, si 
P(x) y Q(x) son anakticas en x = a, es deck, si P(x) y Q(x) se pueden 
expandir en serie de potencias de x — a con un radio de convergencia 
positivo. 

Si un punto no es ordinario se dice que es singular. 


b. Si en la E.D. a 2 (x)y ,, +ai(x)y'+a 0 (x)y = 0 se tiene que a^fx), a 1 (x),a 0 (x) 
son polinomios sin factores comunes, o sea, sin raices commies, enton- 
ces x = a es : 

i) Un punto ordinario si 02 (a) 7 ^ 0 es deck, x = a no es rai'z del polino- 
mio 02 (x). 

ii) U 11 punto singular si a 2 (a) = 0, es deck, si a es raiz de a 2 (x). 
RECORDEMOS: serie Taylor de y(x) en x = a es: 


±«UM (x _ ar > 


luego, toda funcion que tenga un desarrollo en serie Taylor alrededor de x = a 
es analitica en x = a. 


En particular cuando x = 0 a la serie Taylor se lc llama serie Maclaurin 
de y(x) y la serie tiene la forma: 




luego, toda funcion que tenga un desarrollo en serie Maclaurin es analitica 
en x — 0 . 


Ejemplo 1. Hallar los puntos ordinarios y singulares de 
y" + sen xy' + e x y = 0 

Solution : sen a;: tiene expansion Taylor para cualquier a 
e x : tiene expansion Taylor para cualquier a. 

Es decir todo a en R es punto ordinario de la ecuacion diferencial, por tanto 
no tiene puntos singulares. 
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Ejemplo 2. Hallar los puntos ordinarios y singulares de 
xy" + (sen x)y = 0 , con x ^ 0 
Solution: 


Q(x) 


sen x 
x 


y” + 


Q(x) 
'senx' 
x 


y = 0 


E(-i) 


n =0 


n x( 2n+1 ) 
(2n+l)! 


X 


oo 


£ 

n=0 


(_l)n a; 2n 

( 2 n + 1 )! 


x = 0 es punto ordinario de la E.D.,por tanto todos los x ^ 0 son puntos 
singulares. 

Ejemplo 3. Hallar los puntos ordinarios y singulares de 
y" + (In x)y = 0 


Solution : x = 0 es un punto singular ya que hire no tiene expansion en 
x = 0 , todos los demas puntos diferentes de cero son puntos ordinarios. 


Ejemplo 4. Hallar los puntos ordinarios y singulares de 
(x 2 — 4 )y" + 2 xy' + 3y = 0 
Solution : 

a 2 (x) = x 2 — 4 = 0, luego x = ±2 son puntos singulares y r / ±2 son 
puntos ordinarios. 

Teorema 5.1. 

Si x = a es un punto ordinario de la ecuacion 

a 2 (x)y” + ai(x)y' + a 0 (x)y = 0, 

siempre podemos encontrar dos soluciones distintas (linealmente indepen- 
dientes), en serie de potencias; soluciones que son de la forma 

OO 

y = Y J Cn{x-a) n . 

n=0 

Una solucion en serie de potencias converge por lo menos para \x — a| < R\, 
donde R\ es la distancia de a a 1 punto singular mas cercano. 

Nota: para simplificar supondremos que el punto ordinario es a = 0, si 
a ^ 0, se hace la sustitucion t = x — a. Esta sustitucion conviertc la E.D. en 
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otra E.D. con punto ordinario t — 0. 

Ejemplo 5. Resolver por series la E.D. ( x 2 — 1 )y" + 4 xy' + 2y = 0 
Solution : 

x 2 — 1 = 0 i = ±1 son puntos singulares y los x ^ ±1 son puntos 
ordinarios. 



Escribimos todo en terminos de k: 

oo oo oo oo 

J2 k ( k ~ l ) c * xh - + 2 ) (k + X)Ck+2% k + ^ ^ 4 k C/~x k + ^ ^ 2 C}~x k — 0 

k =2 fc=0 fc=l fc=0 

Ahora homogenizamos el mdice de las series: 
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^ k(k - 1 )C k x k - 2C 2 - (3)(2)C 3 x - k + 2 )( k + + 4C' 1 x+ 

k=2 k =2 

OO CO 

+ ^ 4A; C fc x fc + 2C 0 + 2C 1 a; + 2 C fc x fc = 0 

luego 


k=2 


k=2 


2C 0 —2C 2 +(6C'i —2-3C 3 )a;+ ^ ^ [Ar(Ar—l)Cfc—(fc+2)(A;+l)Cfc-|_ 2 +4A;Cfc+2Cfc]:rk — 0 

k=2 

Comparando coeficientes: 

x° : 2C 0 - 2C 2 = 0 ^ C 2 = C 0 
x 1 : 6Ci - 6C 3 = 0 ^ Ci = C 3 

x k : [jfe(ife - 1) + Ak + 2]C fc - (k + 2)(k + l)C fc+2 = 0 fc = 2, 3,... 

(A; 2 + 3A; + 2 )Cfc — (A + 2) (A; + l)Cfc_|_ 2 = 0 
(A; + 2) (A: + l)Cfc — (A: + 2) (A; + l)C/ c _(_ 2 = 0 
Luego la formula de recurrencia para los coeficientes es 

{k + 2 ) {k + 1 ) 


Cfc +2 — 


C fc = C fc , k — 2,3,... 


(k + 2 ) (k + 1 ) 

Iteremos la formula de recurrencia: 

k = 2 : C 4 = C 2 = C 0 

A: = 3 : C 5 = C 3 = Cl 
k = 4 : C 6 = C 4 = C 0 
k = 5 : C 7 = C 5 = Ci 

Volviendo a 

CO 

y(x) = ]T C n x n = Co + C,x + C 2 x 2 + C 3 x 3 + C A x A + C 5 x 5 + C 6 a; 6 + 

n=0 

= C 0 + Cix + C 0 x 2 + Cix 3 + C 0 x 4 + Cix 5 + C 0 x 6 + ... 
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La solution general: 

= Cb(l + x 2 + x 4 + x e + ... + x 2n + .. .j+Ci (x + x 3 + x 5 + ... + x 2n+1 + ..,) 

V -V*- y >S 'V ^ 

2/i(z) 2/2 (®) 


= C 0 - -- + Cix(l + a: 2 + x 4 + a: 6 + ... + x 2n + ...) 

1 — x z 


„ 1 C\X 1 2 3 

— C 0 - - n+z -o ya que --= 1 + x + x +x + ... 

1 — x z 1 — x z \ — X 


Siendo yi(x) y y 2 (x) dos soluciones lincalmente independientes. 

El siguiente ejercicio resuelto, solo tiene validez para E.D. con condiciones 
iniciales. Si la condition initial esta en x — 0, utilizamos las series Maclaurin 
y si la condition initial esta en x = a, utilizamos la serie Taylor. 

Ejemplo 6. y" — e~ x y = 0, y( 0) = y'{ 0) = 1 
Solution . 

Serie Maclaurin de y(x). 

y^ = ±^ = y(o) + qhi^ + ^ + ... 

n =0 

con 1 /( 0 ) = 1 7 /( 0 ) = 1 . 

De la ecuacion diferencial tenemos que y"(x ) = e~ x y(x ) y evaluando en 
x — 0 , tenemos y"( 0 ) = 1 x 1 = 1 . 

Derivando nuevamente tenemos que: 


y "\x) = e X y\x) - e X y{x) 

y evaluando en x — 0 tenemos que y"\ 0 ) = 1 x 1 — 1 x 1 = 0 . 

Similarmente y^ v \x) = e~ x {y"{x ) — y'(x)) — e~ x {y'{x ) — y(x)), en x — 0 
se tiene que 7 /^( 0 ) = 1(1 — 1 ) — 1(1 — 1 ) = 0 
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y^ v \x) = e X (y"'(x ) — 2 y"(x) + y'[x )) — e X (y"(x) — 2 y' + y(a:) o sea que 

y M ( 0 ) = 1(0 - 2 ( 1 ) + 1 ) - 1(1 - 2 ( 1 ) + 1 ) = -1 

Sustituyendo en la formula de Maclaurin: 

9 ^ 

y(x) = l + x + --- + ... 

Nota: para ecuaciones diferenciales sin condiciones iniciales, podemos supo- 
ner que r/(0) = C 0 y y'( 0) = Cj y procedemos de la misrna manera que en 
ejemplo anterior. 


5.2.1. Ejercicios y problemas: 

Resolver por series los siguientes ejercicios en el punto ordinario x = 0: 

1. y" — 2 xy' + 8y = 0 r/(0) = 3, y'(0) = 0 

(Rta: y = 3 — 12a: 2 + 4a: 4 ) 

2. (a; 2 - l)y" - 6y = 0 

(Rta: y = C 0 0 (2n _ 1) 3 (2w _ 3) ^ 2n + C^x - x 3 )) 

3. y" — xy = 0 

(Rta: y = 6' 0 (1 + ^a: 3 + + ysg^y^a: 9 + •••) + ^(^ + + 

J_J_. r 7 , _!_j_J_, r io , \\ 

7-6 4-3 ^ 10-9 7-6 4-3 

4. (a: 2 + l)r/" + Qxy' + 6y = 0 

(Rta: y = Co 0 (-l) n (2n + l)a: 2 " + ££*(-l)"(n + l)* 2n+1 ) 

5. y" — xy' — y = 0 

(Rta: y = C 0 (l + £“=i 2 . 4 . 6 1 8 ... 2n a: 2n ) + C'i 0 i-a-s^V+i) ^ 1 ) 

6. y" + e~ x y = 0 (Ayuda: suponga y(0) = C 0 y y'(0) = C'i) 

(Rta:y = C 0 (l^ + f-S + ^...)+C 1 (^f + g-g-^...)) 

7. (a: — l)y" + y' = 0 

OO 

(Rta: yi = C 0 , y 2 = C, £ ? = C'i In |x - 1|) 


8. (1 + a: 2 )?/" + 2 xy' — 2y = 0 

(Rta: y(x) = Cq(1 + a: tan -1 x) + Cjx) 
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9. y" — xy' + y = — x cos x, //(()) — ();, y'( 0) = 2 

(Rta: y(x) = x + sen a;) 

10. y" — 2xy' + Ay = 0 con y(0) — 1 y y'{ 0) = 0 
(Rta: y — 1 — 2a; 2 ) 

11 . (1 — a;) 2 y" — (1 — x)y' — y = 0 con y(0) = y'( 0) = 1 
(Rta: y=j^) 

12. y" — 2 xy' — 2y = x con y(0) = 1 y y'(0) = — \ 

(Rta: y = e x2 - f) 

13. y" + xy' + (2a; — 1 )y = a; con y(0) = 2 y y'(0) = 3. Hallar los primeros 
6 terminos de la solution particular. 

(Rta: y = 2 + 3a; + x 2 — ^a; 3 — ^a; 4 — j^x 5 — ...) 

14. Hallar la solution particular de la E.D. de Ayry, alrededor del punto 
ordinario x = 1 


y"-xy = 0 j/(l)=.lJ j/'(l) = 0 


(Rta.: y = 1 + 


(x—l) 2 | (x— l) 3 | (x—l) 4 | 4(x—l) 5 

2! 1 3! 1 4! 1 5! 


+ ...) 


15. Resolviendo por series, mostrar que la solucion de la E.D. 


(x — l)y" — xy'+ y = 0 con y( 0) = —2, y'(0) — 6 


es y = 8x — 2e x . 

16. Dada la E.D. y" + xy' + y = 0 


a) . Hallar dos soluciones linealmente independientes yi(x), t/ 2 (^) 

b) . Usando el criterio del cociente, mostrar que las dos series son 

convergentes para todo x. 

_/ _x_\2 

c) . Probar que yi(x) — e '^ 2 

d) . Usando el metodo de reduction de orden de D’Alembert, hallar 

V2(x) 


(Rta: a). yi (x) = + + - • •, y 2 (x) = o;-^ + f,-^ + . 
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17. La E.D. de Legendre de orden a es: 

(1 — x 2 )y" — 2 xy' + a(a + 1 )y = 0 con a > — 1 


Mostrar: 


a) Qne las formulas de recurrencia son: 

(—1 ) m a(a — 2) (a — 4)... (a — 2m + 2)(a + l)(a + 3)... (a + 2m — 1) 


C 2m — 


(2m)! 


^ _ (—l) m (a —l)(a —3)...(a —2m + l)(a + 2)(a + 4)...(a + 2m)^ 

C 2m +1 ~ __ , i m ^1 


(2m + 1)! 

b) Las dos soluciones linealmente independientes son: 


J/i = Co J](-ira 2r ^ m 

m=0 


V2 = Ci ^(-l) m a 2m+1 a; 2m+1 

m=0 

donde a 2m y a 2m+ i son las fracciones encontradas en a), pero sin 
(-1)™ 

c) Si a es entero no negativo y par, entonces a 2m = 0 para 2m > n; 
mostrar que y\ es un polinomio de grado n y y 2 es una seric infinita. 
Si a es entero no negativo e impar; mostrar que a 2m+ i = 0 para 
2 m + 1 > n y y 2 es un polinomio de grado n y y\ es una serie 
infinita. 

d) Se acostumbra tomar la constante arbitraria (Co o C\ segun el 

caso) de tal manera que cl coeficiente de x n en el polinomio y\ o 
y 2 (segun cl caso) sea y se lcs llama polinomios de Legen- 

dreP„(a;). Mostrar que: 


_ (—l)*(2n-2 k)\ 2t 

n{ 1 A 2 n k\(n — k)\(n — 2k)\ 


donde N =parte entera de | 
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e) Mostrar que los 6 primeros polinomios de Legendre son: 


\(3x 2 ~ 1 ), 


= -(5x 3 — 3a;), 


i(x) = M35a; 4 - 30a; 2 + 3), P 5 (x) = M63a; 5 - 70a; 3 + 15a;) 


18. Formula de Rodriguez: 

1 (\ n 

PJx) = , (x 2 - 1)" 

y ’ n\2 n dx n K ’ 

para el polinomio de Legendre de grado n. 

a) Mostrar que u = (x 2 — l) n satisface la E.D. 

(1 — x 2 )u' + 2 rixu = 0 
Derive arnbos lados de la E.D. y obtenga 

(1 — x 2 ) + 2 (n — 1 )xu' + 2 nu = 0 

b) Derive sucesivamente, n veces arnbos lados de la ecuacion y ob¬ 
tenga: 

(1 — x 2 )u^ n+2 ^ — 2 xu^ n+1 ^ + n(n + 1 )u^ = 0 

Hacer v = v! r ^ y mostrar que v = D n ( 1 — x 2 ) n y luego mostrar 
que v satisface la ecuacion de Legendre de orden n 

c) Demostrar que cl coeficiente de x n en v es 

d) Explicar porque c) demuestra la formula de Rodriguez (Notar que 
el coeficiente de x n en P n (x) es 2 1 2 /'| ! 2 ) 


19. La E.D. 


y" — 2 xy' + 2 ay = 0 


se lc llama ecuacion de Her mite de orden a. 
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a) Mostrar que las dos soluciones en serie de potencias son: 


V i 


i+ B-D 

m= 1 


2 m a(a - 2)... (a - 2 m + 2) 2m 
(2m)! 


2/2 = + Y'(- 


t ( a — 1)( Q — 3) • • • (q — 2 m + 1) 2m+1 

(2m + 1)! 


b) Si a es entero par, mostrar que y\ es un polinomio. 

Si a es impar, mostrar que y 2 es un polinomio. 

c) El polinomio de la parte b) se denota por H n (x) y se le llama 
polinomio de Hermite cuando el coeficicnte de x n es 2 n . 

d) Demostrar que los 6 primeros polinomios de Hermite son: 


H 0 (x) = 1, H^x) = 2x, 

H 2 (x) = Ax 2 — 2, H 3 (x ) = 8x 3 — 12a:, 

H 4 (x) = 16a: 4 - 48a: 2 + 12, H 5 (x ) = 32a: 5 - 160a: 3 + 120a: 

e) La formula general de los polinomios de Hermite es 

9 ii n 9 

H n (x) = (-1 )V* —(e~* ) 


Por induccion mostrar que genera un polinomio de grado n. 
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5.3. SOLUCIONES EN TORNO A PUNTOS 
SINGULARES REGULARES 

Definicion 5.2 (Punto Singular Regular e Irregular). 

i. Decimos que x = a es un punto singular regular de la E.D.O. 

y" + P(x)y' + Q(x)y = 0, 

si (x — u)P(x) y (x — a) 2 Q(x) son analiticas en x = a, es decir, si 
(x — a)P(x) y (x — a) 2 Q(x) tienen desarrollos en series de potencias de 
(x — a). Si x = a no cumple con la anterior definicion, entonces decimos 
que x = a es un punto singular irregular. 

ii. Si en la E.D. 

a 2 {x)y" + ai(x)y' + a 0 (x)y = 0 

se tiene que a 2 (x), ai(x), ao(x) son polinomios sin factores comunes, 
entonces decimos que x = a es un punto singular regular si a 2 (a ) = 0 
y ademas, si en P(x) = y Q(x) = e j factor x — a tiene a lo 
sumo grado uno en el denominador de P(x) y grado a lo sumo dos en 
el denominador de Q(x). 

Ejemplo 7.Hallar los puntos singulares regulares e irregulares de 
(x 2 — 4 ) 2 y" + {x — 2 )y' + y = 0 

Solucion : 

Puntos singulares: 

a 2 {x) = (x 2 — 4) 2 = 0 x = ±2 

x — 2 1 

^ = (x 2 — 4) 2 = (x-2)(x + 2) 2 

Q( - X) = (x~2) 2 (x + 2) 2 

■ Con x = +2, como (x — 2) es un factor de grado uno en P(x) y de 
grado dos en Q(x), por lo tanto x = 2 es punto singular regular. 

■ Con x = — 2 es punto singular irregular, porque x + 2 aparece con grado 
dos en el denominador de P(x). 
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Nota: los puntos singulares pueden ser numeros complejos. 


Teorema 5.2 (de Frobenius). 

Si x = a es un punto singular regular de la E.D.O. 

a 2 {x)y" + ai(x)y' + a 0 (x)y = 0, 
entonces existe a 1 menos una solucion en serie de la forma: 

OO 

y = Y / Cn(x-a) n+r , 

n=0 

donde r es una constants a determinar. 

Esta serie converge en un intervalo de la forma 0 < x — a < R. 

Ejemplo 8. Utilizar cl teorema de Frobenius para hallar dos soluciones 
linealmente in depen dientes de la E.D. 3 xy" + y' — y = 0 
Solucion: 


x = 0 es punto singular y es regular porque 


P(x) = 


1 

3x’ 



1 

3a; 


Suponemos una solucion de la forma: 

OO OO 

y = C n x n+r =>y' = Y,(n + r)C n x n+r - 1 

n =0 n =0 

oo 

y" = y^(n + r)(n + r — 1 )C n x n+r ~ 2 

n =0 


y sustituimos en la E.D. 


3 xy''+y'-y = 3(n+r)(n+r-l)G n a; n+r - 1 +^(n+r)G n a; n+? ’- 1 -J] C n x n+r = 0 

n =0 71—0 Ti—0 


+ r)(3 n + 3r - 2)C n x n+r ~ 1 - ^ C n x n+r = 0 

71—0 71—0 
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+ r)(3n + 3r — 2)C n x n 1 — C n x n =0 


Sacamos la potencia mas baja: 


r(3r — 2)C 0 x 1 + + r)(3n + 3 r — 2)C n x n 1 — ^ C' ra x n = 0 


hagamos 


k = n — 1 => n = k + 1 
n = 1 =»■ k = 0 


r(3r - 2)C' 0 a;- 1 + E< fc + t + 1)(3A; + 3r + l)C/ c _|_iX fc — ^ ^ C k x k — 0 


r(3r - 2)C 0 x 1 + ^ [(k + r + l)(3/c + 3r + l)C fc+ i - C k \ x k = 0 


en potencias de: 


y en potencias de: 


a;” 1 : r(3r - 2 )C 0 = 0 


x k : (k + r + 1)(3 k + 3r + l)C k +i — C k = 0 con k — 0,1, 2,... 


si C 0 ^ 0 =* r(3r - 2) = 0 

S -v-' 

ec. indicial 


r 2 = 0 r i = - 

V -v- 

indices (o exponentes) de la singularidad 


° k+1 (k + r + l)(3k + 3r + 1) ’ k 0,1 ’ 2, ‘” 


Con ri = | qne es la rafz mayor, entonces: 


° k+1 {k + |)(3A; + 3) (3/c + 5)(/c + 1) ’ k 0>1 ’“ (5-1) 


Con r 2 = 0 entonces: 


° k+1 {k + l)(3k + 1) ’ k °’ 1 ’' 
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Iteremos (5.1): 


k = 0 : Ci = 


k = 1 : Co = 


k = 2: C, = 


k = 3 : Cj = 


5x1 

Ci Cp Cp 

8x2 (5 x 1) x (8 x 2) 2! x (5 x 8) 

C 2 _Co_ Cp 

11 x 3 (5 x 1) x (8 x 2) x (11 x 3) 3! x 5 x 8 x 11 

C 3 Cp 

14 x 4 4! x 5 x 8 x 11 x 14 


generalizando 


C n = —- 7 -- n = 1, 2, 

n\ x 5 x 8 x 11 x 14... (3n + 2) 


Iteremos (5.2): 


k = 0 : Ci = 


k = 1 : Co = 


k = 2 : C, = 


k = 3 : C 4 = 


lxl 

Ci Cp 

2x4 (1 x 1) x (2 x 4) 

C 2 __ Cp 

3x7 (1 x 1) x (2 x 4) x (3 x 7) 3! x 4 x 7 

C 3 Cp 

4 x 10 4! x 4 x 7 x 10 


generalizando 


r< = __ i o 

n n\ x 1 x 4 x 7 x 10 ... (3 n - 2) 


ri = ~=> Vi 


E c ' 


n + - ? 

a; n+ 3 = x 3 




X = X3 


Co + ^Cn 


= X3 


c 0 + y- -^- 7 - 

^ n\ x 5 x 8 x 11 x 14... 3n + 2 

n= 1 v 7 


C 0 a;3 1 + V^- 7 -- 

^ n\ x 5 x 8 x 11 x 14... 3n + 2 

n =1 ' y 




188 


CAPITULO 5. SOLUCIONES POR SERIES 



Nota: en general si x = 0 es un punto singular regular, entonces las funciones 
xP(x) y x 2 Q(x ) son analiticas en x = 0, es decir 

xP(x) = Po + Pl x + P-2X 2 + . . . 

x 2 Q{x) = qo + q\X + q 2 x 2 + ... 

son convergentes en intervalos de radio positivo. Despues de sustituir y = 
Cn x1l+r e n la E.D. y simplificar, la ecuacion indicial es una ecuacion 
cuadratica en r que resulta de igualar a cero cl coeficiente de la menor po- 
tencia de x. Siguiendo este procedimicnto se puede mostrar que la ecuacion 
indicial es 

r(r - 1) + p 0 r + q 0 = 0 

Se hallan las raices de la ecuacion indicial y se sustituyen en la relation de 


recurrencia. 
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Con las rafces de la ecuacion indicia! pueden ocurrir los siguientes tres 
casos. 

CASO I: cuando iq — r 2 ^ entero positivo (iq > r 2 ), entonces las dos 
soluciones linealmente independientes son: 

OO 

</i = Y 1 c ^ n+n 

n= 0 
oo 

y2 = Y, C n Xn+r2 

n=0 

Este caso lo hemos contemplado en cl Ejemplo 8. 

CASO II: cuando ri — r 2 = entero positivo (ri > r 2 ), entonces las dos 
soluciones linealmente independientes son: 

OO 

y t =Y,CnX n+ri 

71=0 

oo 

V 2 = Cy i (x) In x + ^2 b nX n+r2 b 0 ^ 0, 

n =0 

donde C es una constante que puede ser cero. 

Nota: para saber si C es cero o cliferente de cero, utilizamos la formula 
de D’Alembert; si es cero, entonces en y 2 no aparece el termino logaritmico. 
El proximo ejemplo lo haremos con C = 0; si C ^ 0, y 2 tambien se puede 
hallar utilizando la formula de D’Alembert: 

f e ~ f P(x)dx 

V2 = yi{ lJ l«MF dx 

o tambien derivando dos veces 

OO 

1/2 = Cyi (x) In x + b n x n+r2 b 0 ^ 0, 

r ).=0 

y sustituyendo en la E.D. e iterando la formula de recurrencia para hallar los 
coeficientes b n . 
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CASO III: cuando ri — r 2 = 0, entonces las soluciones linealmente in- 
dependientes son: 

OO 

lh = y, C n a; n+ri con C 0 7 ^ 0 

n=0 

00 

V 2 = l/i (^) In x + b n x n+ri sabiendo que rq = r 2 


5.3.1. CASO II: r\ — r 2 = entero positivo 

Con el siguiente ejemplo mostramos cl CASO II, o sea cuando rq — r 2 = 
entero positivo. 

Ejemplo 9. aq/" + (5 + 3 x)y' + 3y = 0 
Solucion : 

x = 0 es punto singular regular, ya que 

-Pm =- Q(a:) = - 

a; a: 

Si utilizamos la formula de D’Alembert encontramos que despues de efectuar 
todas las operaciones, el primer tcrmino no tiene logaritmo, por tanto C = 0. 
Ahora supongamos que 

OO OO 

y = ^2 Cnxn+r ^y' = Y. {n + r ) c - xn+r_1 

n=0 n=0 

00 

y" = + r)(n + r — l)C n x n+r ~ 2 

n =0 

sustituyendo en la E.D. 

xy" + 5y' + 3xy' + 3y = 0 

OO OO 

y^(n + r){n + r — 1 )C n a: n+r ” 1 + ^ 5(n + r)C n a: n+r_1 + 

n=0 n=0 
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3(n + r)C n x n+r + 3 C n x n+r = 0 

n=0 n=0 

oo oo 

x r y^(n + r)(n + r — 1 + 5)G n x n ~ 1 + 3(n + r + l)C n x n =0 

_n=0 n=0 

oo oo 

r(-r + 4)C 0 3;~ 1 + ^(n + r)(n + r + A)C n x n ^ 1 + ^ 3(n + r + l)G n a; n =0 

n=l n=0 

, f k — n — 1 => n = A; + 1 

nagamos < . , , 

I cuando n = 1 =>■ k = 0 

luego 

OO 

x r r(r + 4)Cgx~ l + y^[(fc + r + l)(fc + r + 5)G fc+ i -f 3(fc + r + l)G fc ]x fc =0 

fc=0 

Por lo tanto la ecuacion indicia!: 

r(r + 4) = 0 =>■ ri = 0 r 2 = —4 o sea que r'i — r 2 = entero positivo 
y la formula de recurrencia es 

{k + r + 1)(A; + r + 5)CV*+i + 3(/c + r + 1)G^ = 0 k — 0,1,... 
e iteramos con la menor rafz indicia! r 2 = —4: 

(A; + l)(fc - 3)G fc+ i + 3 (k - 3 )C k = 0 k - 0.1.... 


no 

k = 0 : 1(—3)Ci + 3(-3)C 0 =► C x = = -3 C 0 

o 

a (~i o 

k = 1 : 2(-2)G 2 + 3(-2)C 1 = 0 ^ G 2 = -^ =--(-3)C 0 = 

O/^ Q 

^ = 2 : 3(-1)C' 3 + 3(-1)G 2 = O^G 3 = -| = --C'o 

k = 3 : 4(0)C 4 + 3(0)C 3 = 0 => 

C 4 es parametro 



to i to 
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es decir 


C 4 : parametro 


iteremos (5.3): 


Ci = —3C 0 , C 2 = ^C 0 , C 3 = -^C 0 , 


k > 4: C k+ i = -——C k 

(k+ 1 ) 


k = 4: C 5 = --C 4 

5 

k = 5: « 3 C5 = 3x3 C4 

6 5x6 

7 — r r - 3 r - 3x3x3 

7 5x6x7 


generalizando 

3(71-4)41 

c n = (-l) n - r^ c 4 n > 4 

n! 




x n-4 = ^-4 


[Co + Cix + C 2 a ; 2 + C 3 a ; 3 + ^ C n 


= x 4 [C 0 - 3C 0 x + ^C 0 x 2 - ^C 0 a : 3 + C 4 a ; 4 + 
~ 3 (n_ 4 ) 4! 


= C 0 a; 4 (1 — 3a; + ^x 2 - ^ x 3 


+C 4 ( 1 + £(-!)■ 


3(71.—4)45 


hagamos 


k = n — 4 => n = H 4 
n = 5 =>• k — 1 




5.3. SOLUCIONES EN TORNO A PUNTOS SING. REG. 193 


C 0 yi(x) 

C 0 yi(x) 


( °° on 

1 + 24V(—1)"-- —x" 

tf ("+ 4 > ! 

S.-- 

converge Wx G Re 


Para abordar cl caso iii) cuando rq = r 2 necesitamos definir la funcion 
Gamma. 


5.3.2. FUNCION GAMMA: T(x) 

Definicion 5.3. Sea x > 0. La funcion Gamma se define as/: 

/»oo 

r ( x ) = / e-V 1 dr 
Jo 

Teorema 5.3 (Formula de recurrencia para la funcion T). 

Para x > 0 : r(x + 1) ^xT(x) . 

Demostracion: r(x + 1) = / 0 °° e~ T r x dr = —e~ T r x \^ + J 0 °° a;e _ ' r r :E_1 dr 

la anterior integral se hizo por partes, 

. . , f u = r x => du = xt x ~^ dr 

naciendo < . _ _ r 

( an = e dt => v — —e 

= 0 — 0 + x / 0 °° dr = xr(r) 

ya que por cl teorema de estriccion y la regia de L’Hopital 


lim e t t x = Inn A = 0 


Observaciones: 

a). 


X 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

r ( x ) 

9.5 

4.59 

2.99 

2.22 

0 T 

1.49 

1.30 

1.16 

1.07 
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b). Si x — n entero positivo: 

T(n + 1) = nT{n) = n(n — l)T(n — 1) = ... = n(n — l)(n — 2 )... 1 T(l) 

Pero T(l) = / 0 °° e _T r° dr = —e _r |“ = —(0 — 1) = 1 
Luego, 

T(n + 1) = n\ 

Definicion 5.4. Si x < 0, definimos T(x) as/: T(x) = (x — l)r(x — 1) si 
x 7 ^ 0 o x ^ de un entero negativo. T(x) = ±cxd si x = 0 o x = entero 
negativo. (Ver la grafica 5.1) 

NOTA: la formula para calcular T(x) para x < 0 es: 

T(x) = - r(x + 1) 
x 

En la figuta 5.1 se muestra la grafica de la funcion r(x). 



Figura 5.1 


Ejempio 10. r(|) =r(| + i) = §r(§) = |r(i + i) = fir(i) = 
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Ejemplo 11. T (—|) 

Solution: 



Como T(n + 1) = n\ para n entero positivo, generalizamos el factorial asf: 

Definicion 5.5 (Factorial generalizado). x\ = T(x + 1), x ^ entero 
negativo. 

Nota: con x = 0 obtenemos 0! = T(0 + 1) = T(l) = 1 y 
1! = T(1 + 1) = 1T(1) = 1x1 = 1 
con esto probamos, mediante la funcion Gamma, que 0! = 1 = 1! 


Ejemplo 12. Hallar (|)! 





Ejemplo 13. Calcular (—^)! 
Solution: 



5.3.3. Ejercicios y problemas: 

1. Hallar f^x 3 (ln|) 3 dx 

(Rta: §) 
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2. Hallar e x2 dx 

(Rta: ^-) 

3. Hallar utilizando la funcion T: J 0 °° x 2 e ~ x2 dx 

(Rta: &) 

4. Probar que 



5.3.4. CASO III: r\ = r2 

CASO III: rq = r 2 . Tomamos como ejemplo para este caso, la E.D. de 
Bessel de orden cero. 

Definicion 5.6 (Ecuacion Diferencial de Bessel). La E.D.: 

2 d 2 y dy , 2 2 \ n 

x —r + x— + (x —p)y = 0 
dx z dx 

donde p es un parametro y p > 0, se le llama E.D. de Bessel de orden p. 


Las soluciones de esta E.D. se les llama funciones de Bessel de orden p. 
Cuando p = 0 j x 0 entonces 

d 2 y dy 

x—: + — + xy = 0 . 
dx- dx 


Hallemos explicitamente estas soluciones en cl intervalo 0 < x < R: es facil 
ver que x = 0 es un punto singular regular. 

Suponemos una solution de la forma 


v= E c " x " +r ’ 

n =0 
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con 0 < a; < y Co / 0; derivamos dos veces y sustituimos en la E.D. y 
llegamos a esto: 

OO OO OO 

+ r)(n + r- l)C n a ; n+r - 1 + + r)C , n x n+r - 1 + ^C7 n a ; n+r+1 = 0 


(n + r, 


2 G n x n+r - 1 + ^ C n x n+r+1 = 0 


OO OO 

x r [ + r) 2 G n x n_1 + C n x n+1 = 0 

n =0 n =0 

para homogenizar los exponentes hagamos k — n — 1 (o sea que n = k + 1 y 
cuando n = 0 entonces k = — 1) en la primera sumatoria y hagamos k — n+1 
en la segunda sumatoria, luego 

OO OO 

x r 'y ^ (k + r + l) 2 Gfc_(_ia; fc + ^ ^ Ck~\x k = 0 


OO 

x r r 2 C Q x~ l + (r + l) 2 Cia ; 0 + y^[(fe + r + l ) 2 G fc+ i + C fc _i] x k = 0 


comparamos coeficientes 

r 2 Co = 0, (r + l) 2 Ci = 0, (A; + r + 1) 2 G/ c _(_i + Ck —i — 0 con k > 1 

Si C 0 7 ^ 0 =>• f i = r 2 = r = 0 

(0 + l) 2 Ci = 0 => Ci = 0 

/ 1 1 t. i r* 


Cfc-M — 


+ I)" 


k = 1 , 2 ,... 


k = 1 =>■ Co = 


k = 2 Co — 


(l + l ) 2 
-£ = ° 


k = 3 => C 4 = --7 = 


G 2 _ Go 

42 2 2 x 4 2 


iterando A; 
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k = 4 C7 = 0 


k = 5 =*► a = = 


6 2 2 2 x 4 2 x 6 2 


Generalizando, 


_ f—i) n _ — _— (—'\\ n __ 

2n 1 ’ 2 2 • 4 2 • 6 2 • • • (2n ) 2 1 ; (2 • 4 • 6 • • • (2n )) 2 

= (-l) n -—- 

= " = 0 , 1 , 2 ,... 

Qjn+i — 0, n — 0,1,2,... 


Sustituimos en 


Vl(z) = E C n X n = E 


Ei- 1 )’ 


2 2 n (n !) 2 


^x 2 ” = 


c 0 Ei- 1 )' 


1 ( X\ 2n 


(n !) 2 V 2 


Por definition, la serie 


V (- 1 )" (x 
(n !) 2 V 2 


= Jn(x) 


se le llama funcion de Bessel de orden cero y de primera especie 


2 4 

CC^ CC """ cc'~' 


Jo ^ 1 4 + 64 2304 + "' 

La segunda solution la hallamos por el metodo de reduction de orden D’Alembert: 

/ g— / - dx f 1 

iw>? dx=Mx) J m*w dx 

™2 q„4 c™ 6 

p T / \ -i o . "L 94/ 

como [J 0 (x)] = + + 


2 32 576 

1 x 2 5a ; 4 23a; 6 

[J 0 (a ;)] 2 “ + T + ll2~ + l376~ + 
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1 _1 x 5x 3 23a: 5 

^ x[J 0 (x)} 2 ~ x + 2 + "32" + ~576~ + " ' 

, /* ( 1 x 5a: 3 23a: 5 \ , 

- {- + - + —+ — + ..jdx 

™2 c 4 QQ™6 

\ r-_ KJ Kj <AJ -1 

= Jo(l)[lnx+ T + —+ — + ...] 


T z . , / a : 2 x 4 x 6 

= J oW lnx + (^l- T + --— + 

T , . , x 2 3x 4 11a : 6 

V2 = J 0 Wlnx + 7 - — + — 


NOTA: observemos que 


(— 1 ) 2 1 ( 1 ) 1 _ 1 

2 2 (1 !) 2 “ 22 “ 4 


a : 2 5a : 4 23a: 6 

T + 128 + 3456 + 


1+ 2 = 


3 _ - 3 
2 4 2 2 2 ~~ 128 


1 1 \ _ H _ 11 

1 + 2 + 3 ) ~ 2 6 6 2 6 ~~ 13824 


Por tanto 


V2[X) ~ M X )^ X + ^ " 24^1)2 ( X + l) + + \ + l) ~ 


y 2 (x) = J 0 {x) In x + y" y 


2 2n (n!) 2 


11 1 \ , 

l + - + - + ... + - a : 2 
2 3 n 


Donde (5.4) es la segunda solucion y es linealmente independiente con y\. 
La solucion general es: 

y = CqJo(x) + Ciy 2 (x) 

En vez de y 2 (x) como segunda solucion, se acost umbra tomar la siguicnte 
funcion combination lineal de y 2 y Jq, como segunda solucion: 


bo (a:) = ~[y 2 {x) + (7 - ln2)J 0 (a:)] 

7T 
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entonces i = 0 y 

n ® 1 /'“j/ \ a ; 2 -p 2 

P(x) = - = Q(x) = -2— 

por tanto x = 0 es un punto singular regular; suponemos una solution de la 
forma 

OO 

y = Y J C n x n+r 

n =0 

con C 0 0 y 0 < x < R; derivamos dos veces y sustituimos en la E.D., cl 
resultado es: 

OO 

x r (r 2 — p 2 )C 0 x°+ [(r + l) 2 -p 2 ]Cix + y^{[(n + r) 2 -p 2 ]C n + C n - 2 }x n =0 


Luego, 

(r 2 - p 2 )C 0 = 0 
[(r + l) 2 -p 2 ]G 1 = 0 

[(n + r ) 2 - p 2 ]C n + C n - 2 = 0 para n > 2 
Si Co ^ 0 r 2 — p 2 = 0 (ecuacion indicial) 

r = ±p rq = p r 2 = —p (indices de la singularidad) 

Si ri = p en la ecuacion (5.5): 

[(p + l) 2 -p 2 ]Gi = 0 

(1 + 2 p)Ci = 0 =>- Ci = 0 , ya que p > 0 

[(n + p) 2 - p 2 }C n + C n - 2 = 0 n > 2 

(n“ + 2 np)C n + C n ~2 — 0 
n(n + 2p)C n + G n _ 2 = 0 n > 2 

^ =- ° n ~ 2 , , n > 2 

n(n + 2p) 
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por tanto todos los coeficientes impares son cero, ya que C\ = 0. 
Iteramos los pares con n > 2 y obtenemos: 

c = _ (-l)"Co _ 

' 2 ” (2-4 ... 2n)(2 + 2p)(4 + 2p)... (2n + 2p) ’ 


(■_-Qn 

^ 2n 2 2n n!(l +p)(2 +p)(3 + p) ■ ■ ■ (n + p) ’ n 


luego, 


Vl( x ) = 


x n+p = x p 




= x p ^C 2 n x 2 


A1 reemplazar (5.6), obtenemos: 


_°°. (_1 pi ~2n 

v ( T \ = T Pf< \ _ 1 > _ 

“ 2 2n n!(l + p)(2 + p)(3 +p) ■ ■ ■ (n + p) 

= C 2 P V__ 

0 ~ ^ 2 2 "+p n!(l + p)(2 + p)(3 + p) ■ ■ ■ (n + p ) 

K y< _til!_ (*Y n+P 

° n Y +P){ 2 + p) (3 + p)---(n + p) V2/ 


donde la constante K 0 — C 0 2 P . 
Veamos los siguientes casos: 
(a) Si p es un entero positivo: 


yi(x) = p\^2 


' n\p\(l + p )(2 + p )(3 + p) ■ ■ ■ (n + p) V2 

(-!) n ( x Y n+p 

n! ( n+PV- ^2/ 


2n+p 
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a la expresion 

(-l) n rx\ 2n+p 

n! (n + p)! \2/ 

se lc llama funcion de Bessel de orden p y primera especie y se denota por 
Jpi^) ■ 


E 

n =0 


(6) Si p es diferente de un entero positivo: 


v j x \ = y _til!_ 

yi{ ’ Yn!(l+p)(2 + p)(3 + p)---(n + p) \2) 


r(p + i)X) 


n!T(p + 1)(1 + p)(2 + p) ■ ■ ■ (w>f p) V2 


x\ 2n +P 


y como T(n + p + 1 ) = (n + p)T(n + p) 

= (n + p)(n + p — l)T(n + p — 1 ) 

= (n + p)(n + p — 1 ,) • • • (1 +p)T(l +p) 

. . ^ (-l) n fX\ 2n +P 

entonces y 1 (x) = r (p + 1 > ———■-— - 

^ n!I ln + p+1) V 2 / 

n =0 v / 

La expresion 

(-If 

n\ T(n + p + 1 ) 

se lc llama funcion de Bessel de orden p y primera especie y se denota por 
J p (x), (Ver grafica 5.3). 

0.4 - 
0.2 - 

5 

- 0.2 - 
-0.4 - 

Figura 5.3 -Jt_ (x). 
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En general para p = entero op / entero y p > 0 

= V (- 1 )" 1 /xy^p 
p ^ m\T(m + p + 1) \2/ 

m=0 

Para r 2 = — p, supongamos que r\ — r 2 = p — (— p) = 2p y 2p cliferente de un 
entero positivo y p > 0. 

La segnnda solucion es : 




n\T(n-p+ 1) 


x\ 2n ~P 


J— P {x) 


qne es la funcion de Bessel de orden — p 


La solncion general, y(x ) = C\ J p (x) + C 2 J~ p (x) si 2 p ^ entero positivo 
y p > 0. Tambien, si 2 p = entero, pero p ^ entero (es la mitad de un entero 
positivo impar), entonces la solncion general es y(x) = CiJ p (x) + C- 2 J- P (x ) 



Fignra 5.4 Jz(x) y Js(x). 

Cuando r\—r 2 = 2 p = entero positivo (caso ii.) y p es un entero, entonces 
J p y J- p son linealmente depenclientes (Ejercicio)(Ver figura 5.4 con p = 3, 
observese que Js(x) = —J^x), es decir son linealmente depenclientes). En 
este caso la segnnda solucion es de la forma 

OO 

y 2 (x) = CJ P \nx + J2 h nX n ~ p C ^ 0 

n=0 

O tambien podemos usar el rnetodo de rednccion de D’Alembert como hici- 
mos con la funcion de Bessel de orden cero y segnnda especie Y 0 (x). 
Haciendo el mismo proceso, llegamos a Y p (x ) = Bessel de orden p y segnnda 
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especie, 


Y p( x ) = ~ (in-+ 7 ) J p (x>-- 


1 \r^{p — n — 1)! fx\ 2n ~P 


-V(-i) b+i fE- + E“) ( —-— f-) 2n+p 

2 h \h k Uk \n\(n + p)\\2J 


Donde 7 es la constante de Euler. La solution Y p se le llama fruition de 
Bessel de orden p y segunda especie. 


Solution general: y = Cj J p (x) + C- 2 Y p (x), donde p es un entero positivo. 
Ver grafica 5.5 para Y p (x) con p — 1. 



Fignra 5.5 Y\(x) 


5.3.6. Ejercicios y problemas: 

Las siguientes propiedades de la fruition de Bessel (ejercicios del 1. al 13.), 
se dejan como ejercicios. 

1. Mostrar que con cl cambio de variable y = reduce la E.D. de Bessel 
de orden p a la E.D.: 

u"(x)+ i+ Q-P 2 ) ^2 M = 0 
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2. Con el resultado anterior, mostrar que para la E.D. de Bessel de orden 


p = b J 


|W = 


— senx y J i (x) = 

7 TX J — o V / 


— cosx 

7 TX 


3. Sabiendo qne 

J( ,) = f (- 1 )" (Y n+r 

p ^ n\ (n + p)\ \ 2 / 

Mostrar que 

a) x£j p (x) = pJ p (x ) - xJ p+ i(x), b) x£j p (x ) = -pJ p (x) + a;Jp_i(V) 
c) £ [a; p Jp(fcc)] = fcr p Jp_i(/co;), d) £ [ar p J p (A;a;)] = -kx~ p J p+1 {kx) 
donde k = cte. 


4. Con los resultados del ejercicio anterior, mostrar que: 

— [J p (kx)\ = kJ p _i{kx ) — — Jp(kx) (*) 
ax x 

-j- [J p (kx)\ = — kJ p+ i(kx) + - J p (kx) (**) 
ax x 

Y con esto mostrar que 

d k 

— [J p {kx )] = - [J p -M:x) - J p+ i(kx)\ 


Jp(kx) [t/p_i(/c 2 :) Jp+i(kx)\ 

zp 

5. Mostrar que j' 0 (x ) = J_i(x) = — J\(x) 

6 . Hallar J\(x) y j-Ji(x) en terminos de Jq(x) y J'Ax). 
Hallar J p+ i(x) en terminos de J p _ i(x) y J p+ z(x). 


7 . Probar que f J\ (x) dx = — Jq(x) + c 


8 . Mostrar que 

a) Jg tJo(t) dt = xJ\(x), b) J x 3 Jo(x) dx = x 3 Ji(x) — 2 a ; 2 J 2 (a;) + C 


9. Probar que para p entero positivo: 
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i) Usando el ejercicio 4. y la aproximacion 



Probar que J 0 °° J p+ \ (x) dx = J 0 °° J p -i(x) dx. 

ii) Sabiendo que J 0 °° Jo(x) dx = 1 (ver ejercicio 21 . de la section 6.4), 
mostrar que J p (x) dx = 1 



10. Para p — 0,1,2,... mostrar que: 

i) J_ p (a;) = (—l) p J p (a;), ii) J p (-x ) = (-l) p J p (a;) 

iii) >4(0) =0, p > 0, iv) J 0 (0) = 1 

v) lim YJx ) = — oo 
^ 0 + p 

11. Comprobar que la E.D. 

xy" + (1 — 2 p)y' + xy = 0 

tiene la solution particular y = x p J p (x ) 

(Ayuda: hacer u = x _p |/) 

12. Con el carnbio de variable y = x~^u(Xx), hallar la solution general de 

x 2 y" + 2 x?/' + A 2 x 2 y = 0 
(Rta.:y = C±x~^ Ji(Xx) + C 2 X~^ J_i (Xx)) 

13. Mostrar que entre dos raices positivas consecutivas de -J\ (x), existe una 
rafz de J$(x). (Ayuda: use el rnetodo de reduction al absnrdo y utilice 
cl teorema de Rollc.) 

Para los ejercicios siguientes hallar las raices indiciales y las dos solnciones 
en serie de Frobenius, linealmente independientes con |x| >0. 

14. Axy" + 2y' + y = 0 

(Rta.: y\ = cos */x, y 2 = sen y/x) 
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15. xy" + 2 y' + 9 xy = 0 
(Rta.:^ = ^, y 2 = ^fa) 

16. xy” + 2 y' — 4 xy = 0 
(Rta.: yi = c -^a, y 2 = 

17. xy” — y' + 4 x 3 y = 0 

(Rta .: yi = cosx 2 , y 2 = sen a: 2 ) 

18. 4 x 2 y" — Axy' + (3 — 4 x 2 )y = 0 

(Rta .: yi = cosh x, y 2 = y/xsenhx) 

19. 2 xy” + 3y' — y = 0 

(Rta.: 


2/i = 1+5^ 


or' 


—( n!3 • 5 • 7... (2n + 1) 


, V 2 =X 


■»<i+E 


a; 


—( n!l • 3 • 5... (2n — 1) 


)) 


20. 2xy" — y' — y = 0 

(Rta.: 


ai=* i(1+ E „,5. 7 ,(( 2 , i + 3) 

n=l x 7 


), y 2 = l-x~Y^ 


x 


nil • 3 • 5 ... (2n — 3) 

n=2 v ' 


21. 3 xy” + 2y' + 2y = 0 

(Rta.: 


2 /i = a;5(l+^ 


-l) n 2 r 


-^n \4 • 7... (3n + 1) 


x 


), y 2 = 1+J^ 


-l) n 2 r 


n!2 • 5 ... (3 n - 1) 


x 1 


22. 2 x 2 y" + xy' - (1 + 2x 2 )y = 0 

(Rta.: 


v—> X 2n 

Vl ~ ' 7 ^ 1+ 5Z n!7-ll...(4n + 3)' 

n= 1 x 7 


, 2/2 = X 


Pi+£ 


X 


2n 


n!l • 5 ... (4n - 3) 


)) 
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23. 2 x 2 y" + xy' - (3 - 2 x 2 )y = 0 

(Rta.: Vl = x§(l + E“=i nig-iaT.^I+s) ^)' 

, 2 = ^ 1 (l + ^ n!3 

n=l x 7 

24. 6x 2 y" + 7a;y' — ( x 2 + 2)y = 0 

(Rta.: |/i — X 2 (1 + En=l 2"n!19-31...(12n+7))’ 


V 2 x 3 (i + 2 n n !5.17... (I2n— 7)^ 

n=l 7 7 


25. 3ary + 2 xy + ary = 0 

(Rta.: 2 /! = x3(l + E^=i ^irSfe+I) ^)’ 


1/2 “ + ^ 2 n n!5 • 11... (6n — 1)' 

n=l v 7 


26. 2 xy" + (1 + x)y' + y = 0 

(Rta.: 


00 / i \n 

— -LJ n I 

= 0 ^ 2 , y 2 = 

n =0 


i+Y_izii_ ; 

^ 1 • 3 • 5 • 7... 2n - 1 

n= 1 v 7 


27. 2 xy" + (1 — 2x 2 )y' — 4 xy = 0 

(Rta.: 


l ^ X 2n 1 .£ 

y^ = x2 2^^ = x2e2 ^ y* = 

71—0 


1 + ^3-7...(4n- 1 ) ; 


28. xy" + (3 — x)y' — y = 0 


(Rta.: yi = x (1 + x), y 2 = 1 + 2 E“=i 


OO 


29. o;y" + (5 — x)y' — y = 0 

(Rta.: yi = x 4 (1 + x + \ y 2 = 1 + 24En=i 


OO x n ' 
n=l (n+4)! < 
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30. xy" + (x — 6 )y' — ?>y = 0 

(Rta.: 


1 ,1 2 1 3 7/1 ,f (-l) n 4-5-6--(n + 3) 

!/■ = 1-2 I+ 10 X ^ 120* ' V2 = 1 (1+ E n!8 ■ 9 • 10 ■ ■ ■ (n + 7) 1 » 

n=l v ' 


31. 5 xy" + (30 + 3 x)y' + 3y = 0 

(Rta.: yi = t-- 5 (l - §x + |x 2 - ^x 3 + 


2ft = 1 + 120 £„„ 


oo (—1)"3 71 
n=l (71+5)15" 


32. xy" — (4 + x)y' + 3y = 0 


(Rta.: y x = 1 + \x + ±x 2 + ^x 3 , y 2 = x 5 (l + 120 E“=i pS)! 2 ^)) 


33. x 2 / + (2x + 3 x 2 )y' - 2y = 0 


(Rta.: y 1 = x 2 (2 - 6 a; + 9a; 2 ), y 2 = J2n =i 


„ _ V-oo 


34. x(l — x)y" — 3y' + 2y = 0 

(Rta.: y 1 = 3 + 2a; + a; 2 , y 2 = ^ 3^7 


35. xy" + 2y' — xy = 0 


(Rta.: yi = a ; -1 £~ o St = ^ 


~1 Y°° x 2n+1 _ senh*' 


36. a; (a; — l)?/" + 3 t/ — 2y = 0 

(Rta.: 2/1 = 1 + fa; + |a; 2 , y 2 = Er=o( n + !)^ n+4 ) 

37. a;?/" + (1 — x)y' — y = 0 

OO 

(Rta.: j/i(x) = E^=o § = > 1/2 = e*(a;) ln M + e x E 


38. xy" + y' + y = 0 

(Rta.: 


i/i( x ) = TW xn ’ V2 = i/iC^) ln 1^1 + yi{x)(2x + -x 2 + —a; 3 + . • •)) 

n=0 
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39. x 2 y" + x(x — 1 )y' + y = 0 

OO 

(Rta.: 7/i(x) = xe~ x , y 2 = xe~ x (\n |x| + £ f^)) 

n= 1 

40. xy" + (x — 1 )y' — 2y = 0 

00 

(Rta.: yi (x) = x 2 , y 2 = ±x 2 In |x| - \ + x + £ 

n =3 

41. xy" — ( 2x — 1 )y' + (x — 1 )y = 0 
(Rta.: 7/i(x) = e x , y 2 = e x In |x|) 


42. y" + § 7 / + (£ - 1)// = 0 

(Rta.: yi (x) = y 2 = c -^) 

43. y" + 1 7 / + 4 x 2 t / = 0 

(Rta": yi(x) = 7/2 = ^) 

44. y" + |t/' - £y = 0 
(Rta.: 7/1 (x) = x, t / 2 = J?) 

45. XT/" + 2y' + xy = 0 

(Rta.: t/i(x) = 7/ 2 = ^) 


46. XT/" + (1 — 2x)// — (1 — x)y = 0 
(Rta.: 7/1 (x) = e x , y 2 = e x In |x|) 


47. 7/"-27/' + (l + ^)t/ = 0 

(Rta.: 7/1 (x) = \/x e x , y 2 = y'x e 2- In |x|) 


48. x(x — 1 )t/" — (1 — 3x)y' + y = 0 
(Rta.: 7/1 (x) = x^, y 2 = 
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49. y" + V - y = 0 


(Rta.: Vl (x) = £ pp(f ) 2n , |/2 = In |x|j/i - (t + sle + • ■ 0) 


n=0 


50. y" + ^y' + j- x y = o 


// | I - 1 ^ | 3 

' ~2: 

(Rta.: 

OO OO 

v ,( x ) = Vi (!+£(-!92 = 1+1 


n=l 


n=l 


51. x 2 y" + x(a: — 1)?/' — (x — 1 )y = 0 

(Rta.: yi (x) = x, y 2 = x In |x| + E“=i 


00 (~ 1 ) w , r ,ra+l'i 

n\n ' 


52. xy" — x 2 y' + (x 2 — 2 )y = 0 con y(0) = 0 y y'( 0) = 1 
(Rta: y = xe x ) 


53. La ecuacion hipergeometrica de Gauss es 

x(l — x)y" + [7 — (a + fi + 1 )x\y' — af3y = 0 
donde a, /3, 7 son constantes 

a) . Mostrar que x = 0 es un punto singular regular con exponente de 

singularidad 0 y 1 — 7 . 

b) . Si 7 es un entero positivo, mostrar que 

OO OO 

V{X) = X° J2 C nX U = J2 C - Xn 
n =0 n =0 

con Co 7 ^ 0 , cuya relacion de recurrencia es: 

(a + n ) (/3 + n ) 


C n+ l — 


(7 + n)(l + n) 


a 


para n > 0 

c). Si Co = 1 entonces 


y(x) = 1 + 


dn/i 


n x n 


n= 0 


n\ 7 tl 


donde a n = a(a + 1 )... (a + n — 1 ) para n > 1 y similarmente se 
definen f3 n y 7 n . 
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d). La serie en c) se lc llama serie hipergeometrica y se denota por 
F(a, (3, 7 , x). Demostrar que: 

1 ) F(l, 1 , l,x) = ^ 2 — (la serie geometrica) 

2) xF( 1,1, 2, — x) = ln(l + x) 

3) xF(t}, 1, — x 2 ) = tan ” 1 x 

4) F(—k, 1,1, —x) = (1 + x) k (la serie binomial). 

5.3.7. PUNTO EN EL INFINITO 

Para la E.D.: y" + P{x)y' + Q(x)y = 0, se desea saber cl comportamiento 
de la solucion en el infinito, para ello se hace el cambio de variable t — 

O sea que cuando x — * oo =>■ t —* 0 . 

Derivemos dos veces (usando la regia de la cadena) y sustituyamos en la 
E.D.: 


, dy dy dt dy 1 dy 

dx dt dx dt K x 2 dt 

,, d .dy. d .dy. dt r 0 d 2 y dy,, 

y = J - 2 i i 1(_i) 

y Lt t 2 J t 4 


Si t = 0 es punto ordinario entonces x en cl infinito es un punto ordinario. 

Si t = 0 es un punto singular regular con exponentes de singularidad r\,r 2 
entonces x en el infinito es un punto singular regular con exponentes de 
singularidad ri, r 2 . 

Si t = 0 es un punto singular irregular entonces x en cl infinito es un punto 
singular irregular. 

Ejemplo 14. Analizar los puntos en cl infinito para la E.D. de Euler: 



4 , 2 

-y +^y = 


o 


Solucion: haciendo cl cambio de variable t = 
E.D.: 

,, 2,2 

v -jy + e-y = ° 


i 

X 


queda transformada en la 


Por lo tanto t — 0 es un punto singular regular y la ecuacion indicial es 
r(r — 1 ) — 2 r + 2 = 0 =>• r\ — 2 , r 2 = 1 , por lo tanto x en cl infinito es un 
punto singular regular con exponentes 2 y 1 . 
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5.3.8. Ejercicios y problemas: 

Para los ejercicios siguientes, decir si la E.D. tiene un punto singular 
regular o irregular en el infinito: 

1) . x 2 y" — Ay = 0 

(Rta.: hay un punto singular regular en cl infinito) 

2) . x 3 y" + 2 x 2 y' + 3y = 0 

(Rta.: hay un punto singular regular en cl infinito) 

5.4. ANEXO CON EL PAQUETE Maple 

Ejemplo 15. Resolver la E.D. del Ejemplo 5. ( x 2 — 1 )y" + 4 xy' + 2y = 0 
>Eqnl:={(x~2-l)*D(D(y))(x)+4*x*D(y)(x)+2*y(x)=0,D(y)(0)=C1,y(0)=C0} 

Eqnl := 

{(x 2 —l)*D(D(y))(x)-\-A*x*D(y)(x)-\-2*y(x) = 0,D(y)(0) = (71,7/(0) = (70} 

>0rder:=8: 

>Soll:=dsolve(Eqnl,y(x),series) ; 

So/1 := y(x) = (70 + (71a;+(70a; 2 + (71a: 3 +(70a; 4 + (71a; 5 +(70a; 6 + (71a; 7 + (7(a: 8 ) 

Ejemplo 16. Para el ejemplo anterior, hallar la relacion de recurrencia, ite- 
rarla hasta n — 8 y luego dar la solucion. 

Debemos cambiar el formato de entrada de la E.D. 

>eqn2:=(x“2-l)*diff(y(x),x,x)+4*x*diff(y(x),x)+2*y(x)=0; 

> eqn2 := ( x 2 — 1) * diff(y(x),x, x) + 4 * x * diff(y(x),x) + 2 * y(x) = 0 

>SeriesSol:=sum(a[n]*x"n,n=k-2..k+2); 

SeriesSol := a[k — 2]x ( - k ~ 2 ' 1 + a[— 1 + k]x^ 1+k ^ + a[k]x k + a[l + + 

a[k + 2]ad fc+2 ) 

>simplify(simplify(subs(y(x)=SeriesSol,eqn2))); 
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— (—5 a[k — 2 ]x^ k ~ 2 ^k + 3 a[k + 2 ]x^ k+2 ^k — a[k\x k k + a[ 1 + /c]x^ 1+fe ^ — x k a[k — 
2]/c 2 — x( 1+fc )a[—1 + k]k 

—3a[—1 + k\x^ l+k ^k — ?>x^ k+2 ' ) a[k]k + x k a[k\k 2 + x^ k+2?, a[k + 2]/c 2 + 2a [—1 + 
k]x^~ 1+k ^ 

+6a[k — 2]a;( fc_2 ) + x^ k ~ 2 ^a[k — 2 }k 2 + a;( _1+fc ^a[—1 + k]k 2 + 2 a[k + 2]a;( fc+2 ) — 

x ( 1 +fc) a [_l _(_ ^j^,2 

—7a;( fc+2 )a[A;+2]A;+a;( 1+fc )a[l+A;]A; 2 +a; A: a[/c—2]/c—x^ +2) a[/c]/c 2 —5x^’ +3 ^a[l+/c]A; 
_ a; (fc+ 3 ) a [l _|_ ^2 _ x (k+ 4) a ^ _|_ 2]A: 2 — 2a[A]x^ fe+2 ^ — 6a[l + /c]a:^ +3 ^ — 12a [A; + 
2]ad fc+2 ))/a; 2 = 0 

>a[k+2]: =simplify(solve(coeff(lhs (%), x~ (k+2)),a[k+2])); 

a[k + 2] := a[k] 


>a[0]:=C0:a[1]:=C1: 

> for k from 2 to 8 do a[k]:=a[k-2] od: 

> Sol2:=sum(a[j] *x~ j , j = 0 •. 8) ; 

Sol2 := CO + Clx + COx 2 + Clx 3 + C0x A + Clx 5 + COx 6 + Clx 7 + COx 8 


>Y1:=C0*sum( J x~(2*k) ; ,k=0..infinity); 


El := -- 


x 2 — 1 

>Y2:=Cl*sum( J x*x~(2*k)’,k=0..infinity); 


Y2 : 


Clx 
x 2 — 1 


Ejemplo 17. Las siguientes instrucciones grafican las funciones de Bessel de 
primera especie y segunda especie. 


>plot(BesselJ(3,x),x=0..50,y=-0.5..0.5); 
>plot(BesselY(l,x),x=.1..50,y=-l..0.5); 
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CAPITULO 6 

TRANSFORMADA DE 
LAPLACE 


6.1. INTRODUCCION 

Definicion 6.1. Sea f(t) una funcion definida para todo t > 0; se define la 

Transformada de Laplace de f(t) as/: 

poo 

£{f(t)}(s) = F(s) = / e~ st f(t)dt 

Jo 

= lmi [ e~ st f(t)dt, 

b ^°° Jo 

si el Ifmite existe. 

Teorema 6.1. _ 

Si f{t ) es una funcion continua a tramos para t > 0 y adernas \f(t)\ < Me d 
para todo t > T, donde M es const ante , c constants y T > 0 const ante, 
entonces £{f(t)}(s ) existe para s > c. 

Demostracion: veamos que la siguiente integral existe, en efecto: 

POO POO 

\£{fm(s)\ = / e~ st f(t)dt < / \e~ st \\f[t)\dt 

Jo Jo 

e~ st \f(t)\dt, sabiendo que e~ st > 0 
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e st \f(t)\dt + J e st \f(t)\dt 


h — e st \f(t)\dt existe, ya que / es continua a tramos 

Jo 

POO POO POO 

I 2 = e~ st \f(t)\ dt< e~ st Me ct dt = M / e^~ s+c)t dt 
Jt v — V — / Jt Jt 

< Me ct 


-is - c 


e ( s c)t , suponiendo que s — c > 0 


-(0 - e- (s - c)T ) = —— e- (s -c) T 


Luego, £{f(t)}(s) existe, si s > c. ■ 

NOTA: a) cuando f(t) < \f(t)\ < Me ct para t > T, entonces decimos 
que f{t) es de orden exponencial (ver figura 6.1). 


'Me ct , (c > 0) 


(0 ,MV 


Figura 6.1 


b) Si f{t) es de orden exponencial, es decir, \f(t)\ < Me ct para t > T y 
c, M constantes, entonces 


lim e st f(t) = 0, s > c 

£—>•00 





6.1. INTRODUCTION 
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En efecto, como \f(t)\ < Me ct , entonces \e~ st f{t)\ < Me~^ s ~ c ^ y como 
Hindoo = 0, si s > c, entonces por el teorema de estriccion en Innites, 

se conclnye que 

Inn \e~ st f{t)\ =0, s > c, 

£—>•00 


luego 


lim e st /(f) = 0, s > c 

£—>•00 


Observation: £ es un operador lineal, en efecto 


£{af(t) + /3g(t)}(s) = 


e st {af(t) + fig(t))dt 


= a J e st f(t)dt + f3 J e st g(t) dt 
= a£{f(t)}(s) + (3£{g(t)}(s) 


Teorema 6.2. 


!)■ 

A 1 }^) = i 

o' 

A 

£{k}(s) = - , s > 0, k constante. 

2). 


8 > 

0, n — 1, 2,... 

3). 

£{e at }(s) = ^ 

para s > a 

4). 

£{sen kt}(s) = - 

2 +k 2 ’ 

s > 0 

5). 

£{cos kt}(s) = 

S 

J + fc 2 ’ 

s > 0 

6). 

£{senhfcf}(s) = 

k 

s 2 —k 2 

s > \k\ 

7). 

£{cosh kt}(s) = 

s 

s 2 —k 2 ’ 

s > \k\ 

8). 

£{t n e at }{s) = ^ 

n\ 

- 0 )™+! 

, s > a, n = 1,2,... 


Demostracion: 1). Si s > 0 se tiene que 


r oo — st 00 -| 

£{l}(s)= e~ st l dt = -— =- 

Jo s o s 

2). Hagamos la demostracion por el metodo de induction. Para ello, supo- 
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nemos que s> 0 y utilizamos el siguiente limite: lhn \&\ = 0 ,n = 1 , 2 ,... 

t —too e 


n = 1 : £{t}(s) = / e st tdt, hagamos 


u = t 


du = dt 


dv — e st dt => v — — -e~ 


+ - / e~ st dt 


s | 0 s Jo 


£{t}(s) = -(0 - 0) + - — e~ st 

s —s 

1, > 1 

= -^(0-1)= ^ 


Supongamos que se cumple para n — 1 y vearnos que se cumple para n. En 
efecto: 


£{t n }(s) = / e st t n dt hagamos 

Jo 

t n e~ st l°° n 


u = t n =>■ du = nt n 1 dt 
dv = e~ st dt =>■ v = —~e~ st 


s \ 0 s 


e- st t n ~ l dt 


£{t^}{s) 


= -(0 - 0) + -£{t n ~ 1 }(s) = -£{t n ~ 1 }(s) 


Pero por la hipotesis de induction £{t n 1 }(s) = n luego: 


m) ^gn- 1)1 = 

4). Por cl metodo de los operadores inversos, tenemos: 


<£{sen/ct}(s) — e st (sen kt)dt 

Jo 

~j OO -j^ 

= — e~ st sen kt = e~ st — - sen kt 

D n D — s 


FA i i 

-Si S r , _ s t D + S 

= e 777 - 7 sen kt = e ——-- sen kt 

D- — 0 — k z — s z 0 
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= —-- —e st (k cos kt + s sen kt) 

s 2 + k 2 0 

~ s 2 + k 2 ^ = s 2 + h 2 ’ S> ° 

En la demostracion anterior utilizamos cl siguiente teorema de limites: si 
lim \f(t)\ = 0 y g(t) es una funcion acotada en R. entonces lim f(t)g(t ) = 0. 

t->-oo £—>oo 


6.2. TRANSFORMADA INVERSA DE 
LAPLACE 

Si £{f(t)}(s ) = F(s), entonces decimos que f(t ) es una transformada 
inversa de Laplace de F(s ) y se denota asi: 

= m 

NOTA: 

■ La transformada inversa de Laplace de F(s), no necesariamente es Ulri¬ 
ca. 

Por ejemplo la funcion 

{ 1 , si t > 0 y f f 1 , t f 2 
3, si t = 1 
—3, si f = 2 

y la funcion g(t ) = 1 (observese que /(f) f gif)) tienen la misrna 
transformada, es decir, £{f(t)} = £{g(t)} = Sinembargo £~ l {~ s } = 
/(f) y = g{t) son diferentes. 

Pero cuando /(f) y g{t) son continuas para f > 0 y £{f{t)} = £{g(t)} 
entonces /(f) = g(t) (Ver cl libro de Variable Compleja de Churchill) 

■ Para funciones continuas, £~ x es un operador lineal: 

r ! {QF(s) + P G(s)} = a£~ l {F{s)} + p£~ 1 {G(s)} 


En los ejemplos de esta section, utilizaremos los resultados del Apendice 
C. para calcular fracciones parciales. 
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Teorema 6.3. Para a y k constantes se tiene: 



Ejemplo 1. Con factores lineales en el denominador 


7s- 1 | 

(s-3)(s + 2)(s- 1) J 



A B C \ 
s-3 + s + 2 + s- 1J 


= Ae 3t + Be~ 2t + Ce t 
Pero por fracciones parciales 

7s-1 _ ABC 

(s —3)(s + 2)(s- 1) “ s-3 + s + 2 + s-1 

Para hallar el coeficiente A, eliminamos de la fraccion el factor correspon- 
diente a A y en la parte restante sustituimos a s por la rafz asociada a este 
factor; lo mismo hacemos para los coeficientes B y C. 
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4 7(3)-1 p 7(-2)-l 7(1 )-1 

(5) (2) ’ (-5) (-3) ’ ' (-2) (3) 


W_ lazl _\ 

l (s — 3)(s + 2)(s — 1) J 
Ejemplo 2. Con factores lineales repetidos 


= 2e 3t — e 2t — e f 


s + 1 
s 2 (s + 2) 3 


i [A B C D E 

1 \s 2 + s + (s + 2) 3 + (s + 2) 2 + s + 2 

A£~ l (41 + BE- 1 {-1 + C£~ x { 


(s + 2) c 


+D£~ 


( s + 2 )^ 


+ E£~ 


s + 2 


= At + B{l) + C 


t 2 e 2t te 2t 2 . 

— + D — + Ee 


s+1 
s 2 (s + 2) 3 


A | E C | D E 

E 2 + 7 + (s + 2) 3 + (s + 2) 2 + ~s~+~2 


y por los metodos de las fracciones parciales hallamos 
A = b B = -A C = -\, D = 0, E=A luego 


s + 1 


1 lit 2 e 


s 2 (s + 2 ) 3 J 8 t 16 4 2! + 16 6 


Ejemplo 3. Factores cuadraticos, lo factorizamos en factores lineales en los 
complcjos 


s 2 + 2 

s(s 2 + 2s + 2) 


= £- 


s 2 + 2 

s ( s ~ (“I + *))(«“ (“I “*)) 

A B C 


= H-+ , + A ■' 

\s s -(-! + *) 5 -(-!■-*) 


= A£ "{1\ + B£ " {r^o 
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= A(l) + Be ( ~ 1+i)t + Ce ( ~ 1 ~ i)t 
= A + Re - *(cos£ + i sent) + C e - *(cos t — i sen t) 
= A + e - *[(R + C) cost + i(B — C) sent] 


Hallamos los coeficientes de la misma manera que en ejemplo 1. 


A 

B 



0 2 + 2 2 
[0 - (-1 + *)][0 - (-1 - *)] 

(—1 + i) 2 + 2 = _1 = 

(-1 — /)[-1 — i - (-1 - /)] i 
(—1 — i) 2 + 2 _ 1 

(-1 - i)[-l - i - (-1 + i)] i 

1 + e -i (0 cos t + i(2i) sen t) 

1 — 2e - * sent 


6.3. TEOREMAS SOBRE LA TRANSFOR¬ 
MADA DE LAPLACE 

Los teoremas que veremos en esta section nos permitiran en muchos casos 
calcular la transformada inversa sin utilizar fracciones parciales. 

Teorema 6.4. 

Si f es una funcion continua a tramos para t > 0 y de orden exponential 
para t >T, entonces 

Inn £ {/(t)} (s) = Km F(s) = 0 

s—> oo s—> oo 

Demostracion: como la funcion / es continua a tramos en [0, T], entonces es 
acotada en este intervalo y por t'anto 3M l > 0 tal que |/(t)| < M , e ot , Vt 
[0, T] y como f(t) es de orden exponencial para t > T, entonces |/(t)| 

M 2 e 7 * donde M 2 y 7 son constantes con M 2 > 0 . 

Sea M = max{Mi,M 2 } y sea a = max{ 0 , 7 }; por lo tanto, |/(t)| < Me at , 
Vt > 0 . 




e ~ st /(t) dt < 


OO 


e~ st Me at dt 


IA m 
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= M / e ~( s ~ a)t dt = 


-(s — a) 


3 -(s-a) 


s>a M , . M 

= - (0 - 1 ) =- 

s — a s — a 

M 

=>■ Km |F(s)| < lim -= 0 

s—»oo s—> oo S — Oi 


Km F(s) = 0 


Teorema 6.5 (Primer Teorema de Translation). 

Si a es un numero real cualquiera, entonces 


£ {e at f(t)} (s) = £{f(t)}(s-a ) 
= F(s — a) 


Demostracion: 


£{e“ f(t)}(s) = / e~ 3t e at f (t) dt — / 

Jo Jo 

= £{f(t)}(s — a) = F(s — a) ■ 

NOTA: £~ 1 {F(s - a)} = e at f(t) 

Ejemplo 4. £{e 2t seni}(s) 

Solucion : £{e 2t sent}(s) = £{sent}(s — 2) = ( , s _ 0 1 )2+1 
ya que £{sent}(s) = 

Ejemplo 5. £~ x 

Solucion: 


£~ l { — - \ = £~ l 

\ s 2 — 2s + 3 / 

Ejemplo 6. £~ x 

Solucion: 


t- 777 - 1 = — 7 = e* sen V2t 

(s — l) 2 + 2 / ^2 


£^ < —— - = £- 

\ s 2 + 4s + 5 j 


1 (s + 2)' 2 + 1 
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s + 2 

(s + 2) 2 + l 


(s + 2) 2 + l 


= e 2t cos t — 2e 2t sen t 


Definicion 6.2 (Funcion Escalon Unitario). (Ver figura 6.2) 


U(t — a) 


0 , si 0 < t < a, 
1 , si t > a 


14 (t — a) 



Figura 6.2 


Nota: si 

fi(t), si 0 < t < a x , 
f 2 (t), si ai < t < a 2 

fn(t), si t> a n 
entonces (se deja al lector que verifque el siguiente resultado) 

f(t) = /i + (/2 — fi)l4(t — ai) + (fs — f- 2 )U(t — a 2 ) + - ■ - + (f n — f n -i)U(t — a n -\) 

Ejemplo 7. Al aplicar I4(t — n) a la funcion sent trunca la funcion sent 
entre 0 y 7 T quedando la funcion g(t) = U(t — 7 r)sent como lo muestra la 
grafica 6.3 

g(t) 


t 




Figura 6.3 
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Teorema 6.6 (Segundo Teorema de Translation). 

Si a > 0 y f(t) es continua para t > 0 y de orden exponential entonces 

£{U(t - a)f(t - a)}(s) = e~ as F(s ) = e~ as £{f(t)}(s) 

Demostracion: 

poo 

£{U(t — a)f(t — a)}(s) — / e~ st U{t — a)f(t — a) dt = 

Jo 


— I e st U(t — a) f (t — a) dt + / e st U(t — a)f(t — a) dt 

Jo Ja 

pa poo poo 

= / e~ st 0f(t — a)dt+ / e~ st lf(t — a)dt= / e~ st f(t 

JO Ja J a 

Hagamos u = t — a =>■ du = dt, por lo tanto, 

poo 

£{U{t — a)f{t — a)}(s) = / e~ s< ' u+a ' 1 f(u) du 


e su f{u) du 


= e- as £{m}(s) 


NOTA: forma reciproca 


£- l {e~ as F(s )} = U(t - a) fit - a) 


Ejemplo 8. Hallar £{U{t — a)} 


£{U(t — a)} = £{U{t — a) 1} = e 


1 e 


s s 


Ejemplo 9. Hallar £{U{t — f ) sent} 
Solution: 




/ 7T 7r\ / 7T\ 7T 7T 

sen t -1— = sen t -cos —I- sen — cos 

V 2 2/ V 2/ 2 2 


7r 

* ~ 2 
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£\u(t- cos (t -~ 


= cos t - 

V 2 


= e~% s £{cost} = e-f s —— 

S 2 + 1 


Ejemplo 10. Hallar £ 1 | 
Solution: 


^ —7-- ^ e" s --- 

\s(s + l)J \ s(s + l) 


1 A B 

-= —|-=> A = 1 , B = -1 

s(s + 1 ) s s + 1 

= ^HHl {^'JTT 

= U{t- 1 ) -U(t- l)e" (t_1) 


Teorema 6.7 (Derivada de una Transformada). 

£ { tn f( t )}( s ) = ( _1 )"£- F ( S )> conn = 1,2 ,..., 
donde F(s ) = £{/(t)}(s) 

Demostracion: por induction sobre n. 


n — 1 


F ( s ) = fo 0 ° e st f($ dt 

/»oo POO 

— / —te~ st f(t)dt = — / e~ st (t f(t)) dt 

Jo Jo 

d = £ —£{tf(t)}(s) 


=>£{tf(t)}(8) = ~F(s) 

Supongamos que se cumple para n — k 
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Veamos que se cumple para n — k + 1 


£[t M /(<)}(*) = £{t t k /(*)}(s) =' - Js £{t k f(t)}( s ) 

jfc+i 


NOTA: para el caso n — 1, obtenemos una formula que nos permite 
hallar la transformada inversa de transformadas que no tenemos en la tabla 
de transformadas. 


£{tf(t)}(s) = --F(s) 


o sea que 


tm = -£- i {F'{§} 

m = 

Ejemplo 11. Hallar f(t) para 

a)£~ l {In g} = fit), b)£~ l {ln(l + A) } = f(t) 

Solution: a) 


. 1 . i f . ,1 1 ' , f d , s — 3 

fit) = — £ {-r Fis) \ = — £~ x { — In -- 

t J t s + 1 

_1 x f s + 1 (a + 1)1 — (s — 3)1 { 

t \s -3 (s + l) 2 J 


= _I £~l / g+1 4 

t \ S - 3 (S + l) 2 


= --T - 1 
t 


(s - 3)(s + 1) 


t 


(s - 3)(s + 1) 


utilizando fracciones parciales 


1 A B - , _ 1 P - 1 

(s - 3)(s + 1) “ ^3 + ^TI ^ ~ 4 ’ ~~4 
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/'(/) = __ £ 1 /_I_ - _ 

H ) t \ 4(s — 3) 4(s + 1) 

1 (D ^ 

= - - (e 3t - e-*) = - -— 




t 

= 2-£~ 1 - 
t 


'its (-?)}= 

1 1 1 fABC 

t 9 -77 r — 2— £ s-1-: H-: 

s(s +1)J t [S S — « S + 2 


= 2 ^ (A • 1 + De lt + Ce ~ u ) 

2 

= -(A + £>(cost + isent) + C(cost — isent)) 

Pero 7 ( 7 ^ = 7 + ^ + entonces A = 1, B = y C = luego 

2 1 1 

fit) = -(1 — -(cost + isent) — -(cost — isent)) = 
t 2 2 

2 / 

= -(1 — cost) 

Teorema 6.8 (Transformada de la Derivada). 

Si f(t), fit ), /"(t)j..., /( n_1 )(rf son continuas para t > 0 y de orden expo¬ 
nential y si /(”) (t) es continue a tramos para t > 0 , entonces: 

£{f (n) (*)}(») = s’* F(s) - s ’*- 1 /(0) - s“- 2 /’( 0 ) -... - s /C- 2 >( 0 ) -/<"- 1 >( 0 ) 


Demostracion: por induction sobre n: 


para n = 1 : £{/'(t)}(s) = J 0 °° e /'(t) dt = 
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e integrando por partes y teniendo en cuenta que Hindoo e st f(t ) = 0 , s > c, 

poo 

= e~ st f(t)\7 + s J e ~ st f(t)dt 

= -/( 0 ) +s£{f(t)}(s) 

= sF(s)-f( 0). 

Ahora supongamos que se cumple para n — k : 

£{f {k) = s k F(s ) - /'- 1 /( 0 ) - s*- 2 /'(0) - ... - s/ (fc - 2 )( 0 ) - / (fc - 1 } (0) 

Vearnos que se cumple para n — k + 1: 

■£{/ (t+1) M}M = ^{[/ < ‘”(«)]'}(s) 

"= »£{/ w (<)}(») -/ w (0 ) 

s(s‘ F(s) - s *- 1 /( 0 ) - / _ 2 /'( 0 ) - ... - s/ <l - 2 ) ( 0 ) - /<*- 1 >( 0 )) - f m (0) 
= s M F(s) - s‘/(0) - / _ 1 /'(0) - ... - s 2 / <t_ 2 , (0) - s/ (fc_ 1 ) (0) - / (t) (0) ■ 

NOTA: para resolver E.D. necesitamos, en la mayoria de ejemplos, los 
casos n = 1 y n = 2 . 

Para n — 1 

= sy ( s ) - 2 /( 0 ) 

donde y(s) = £{?/(£)}(s) 

n = 2 £{!/"(*)}(*) = s 2 Y(Jj -sy( 0) - j/(0) 

Definicion 6.3 (Producto Convolutivo). Sean f y g funciones continuas 
a tramos para t > 0; el producto convolutivo entre las funciones f y g se 
define a si: f 

( f*g)(t) = I f(r)g(t-r)dr 
Jo 

NOTA: haciendo cl carnbio de variable u — t — r en la definicion de 
producto convolutivo se demuestra que: f * g = g * f (o sea que 1 a, operation 
* es conmutativa) 

Teorema 6.9 (Transformada del producto convolutivo). 

Si f y g son funciones continuas a tramos para t > 0 y de orden exponencial, 
entonces 

£{(f * = £{f(t)}(s) £{g(t)}(s ) = F(s) G(s) 





232 CAPITULO 6 . TRANSFORMADA DE LAPLACE 

T = t 

4 
3 
2 
1 
0 

t 

Figura 6.4 

Demostracion: 

poo POO 

F(s ) d = / e~ ST f(r) dr G(s) =' / <?O0) d/3 

Jo Jo 

POO POO 

F(s)G(s)= e~ ST f{r) dr / g(/3) d/3 

Jo Jo 

POO POO 

= / / e-(^)*/(T) 20 S)^T 

JO Jo 

/»oo r poo 

= / /(r) / e~^ s g{f3)d(3 dr (6.1) 

./o IJo 

Sea t = t + (3 dejando constante a r, luego dt — d/3. 

Ahora, cuando /3 = 0 =^f = ry cuando (3 —> oo entonces t —> oo 
Luego en 6.1 

poo r /»oo 

F(s) G(s) = J f(r) J e~ ts g(t — r) dt dr 

Y como / y 5 son continuas a tramos, podemos cambiar cl orden de integra¬ 
tion (ver figura 6.4); 

/“oo 

F(s) G(s) = / / f (t) e~ ts g(t ^ t) dr dt 

Jo Jo 





6.3. TEOREMAS SOBRE LA TRANS. DE LAPLACE 233 


F(s)G(s) = / e ts / f{r) g(t — t) dr dt= e ts (f*g)(t)dt 

Jo Jo Jo 


(f*9){t) 


= £{(f*g)(t)}(s ) 


NOTA: forma recfproca del teorema (/ * g){t) = £ 1 {F(s) G(s)} 

Corolario 6.1 (Transformada de la integral). 

Si f es una funcion continua a tramos para t > 0 y de orden exponential, 


entonces: 


£ { f f(t) dil (s) = - F(s) = - £{f(t)}(s) 


Demostracion: tomando g(t) = 1 en el teorema de convolucion, tenemos 




£{!}(,) = - 


£{{f*g)} = 


f{r) git - T)dr\ = £ { f{r)ldr 


= £{f(T)}(s)£{g(T)}(s) = F(s)£{l}(s) 


£ { / /( r ) dT t = 


F(s } i 


Teorema 6.10 (Generalizacion de la transformada de una potencia). 

£{t x } = F ^+i 1} = Jtt, para s > 0 y x > -1 
Demostracion: la funcion gamma corno la definimos en el capftulo anterior 


r(x) = / e-W^ 1 dr 
Jo 

hagamos r = st, por tanto dr — s dt y cnando r = 0 entonces t — 0 y con 
r —» oo entonces t —> oo, por lo tanto 
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POO POO 

T(x) = / e-^sty-'s dt = s e-^s*- 1 ?- 1 dt 
Jo Jo 

e~ st t x ~ l = s x £{t x ~ 1 } 

por lo tanto 

£{t x ~ 1 } = con x > 0 y s > 0 

s x 

luego (cambiando x por x + 1 ) 

J'' f JTf -1- 

£{t x } = —— eon x + 1 > 0 (o sea x > — 1 ) y s > 0 ■ 

Definicion 6.4. Una funcion f(t) se dice que es periodica con penodo T 
(T > 0) si para todo t se cumple f(t + T) — f(t). 

El siguiente teorema se deja como ejercicio. 

Teorema 6.11 (Transformada de una funcion periodica). 

Sea f{t ) una funcion continua a tramos para t > 0 y de orden exponencial. 
Si fit ) es periodica con penodo T , entonces: 

•£{/(<)}(») = T-^f f 

1 ~ e Jo 

Ejemplo 12. Hallar £ j f* e~ T cost dr j (s) 

Solution : 

e~ T cosrdrl (s) = -£{e~ T cosr}(s) 

Pero 

<£{cos r}(s + 1 ) 
s + 1 

{s + l ) 2 + l 2 

i r s +1 

s _(s + l ) 2 + 1 
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Ejemplo 13. Hallar £{e 1 * e t cos t}(s) 

Solucion : 

£{e^ * e t cost}(s) d =* £{e~ t }(s) £{e t cost}(s) 

1 s — 1 
s + 1 (s-l) 2 + l 


Observese que cl ejemplo siguiente lo resolvemos con los resultados de los teo- 
remas de la transformada y no necesitamos utilizar los dispendiosos metodos 
de las fracciones parciales. 

Ejemplo 14. Hallar £ 1 j (s2 * 4)2 1 (t) 

Solucion: 



6.3.1. Ejercicios y problemas: 

Utilizando los teoremas vistos sobre transformada, efectuar los siguientes 
ejercicios. 

1. Hallar J°° e^ 5t [/ 0 * te 3t sen2f dt) dt 

(Rta.: A) 

2. Mostrar que 


f s 3 + 3s 2 + 1 | 
\s 2 (s 2 + 2s + 2) J 


3 11 

- e cos t + 2e sen t — - + - t 


3. Mostrar que £ 1 = e 2t cos t — 2e 2 *sent 
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4. Mostrar que £ -1 {§ - tan " 1 §} = *«&» 

5. Mostrar que £~ l {tan -1 

6 . Mostrar que £~ l {tan -1 = e ~ 2 f f n31 

7. Mostrar que 

a) £~ l | ( S 2+ 1)3 j = |(t sen t — t 2 cos t), b) £ -1 |In ^41 = f(cos 2 It- 
cos t) 

8 . Hallar £ -1 {^jqe - 5 s | 

(Rta.: U{t — |) sent)) 

9. Hallar £ -1 

(Rta.: |e -2 ( t-7r ) sen2(t — n )U{t — 7 r)) 

10. Hallar £ j t /{ sen r dr | (s) 

(^ a ” s 2 (g 2 + {)2) 

11. Hallar £ je -2< f* re 2r sen r dr j (s) 

(^ ta " (s+2)(s 2 +l) 2 ) 

12. Hallar £ 1 | ( s 2 + 1 ) ( s 2 +4) | 

(Rta.: - 5§|») 

13. Hallar 
(Rta.: te ~ t 2 scnt ) 

14. Mostrar que £{t^} = ^(f ) 2 

15. Hallar £{tie 2i } 

(Rta.: 8 ( s { 5 2 )3 \f 1 rz 2 ) 

16. Emplear la transformada de Laplace y su inversa para mostrar que 

-f-m * _ mini j.m+w+1 

(m + n + l)! 
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17. Sea f{t) = 1 1 de periodo b (funcion “serrucho”, ver figura 6.5). Hallar 

d) {mKs) 


b 2b 3 b 4 b 5 b 6b 7b 


(Rta.:f(i - ^ 


Figura 6.5 


18. Sea 


m = 


sent, si 0 < t < n 
0 , si 7r < t < 2n 


periodica de periodo 2tt (funcion rectificacion de la mitad de la onda 
seno. Ver figura 6.6 ). Hallar £{f(t)}(s) 

m 



Figura 6.6 


(Rta. i, 


(s 2 +l)(l—e— 7rs ) - 
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19. Sea 


m = 


1 , si 0 < t < a 
— 1 , si a < t < 2a 


periodica de perfodo 2 a (funcion onda cuadrada. Ver figura 6.7). Hallar 


a 2 a 3 a 4a 5a 6 a 7 a 8 a 


Figura 6.7 


(Rta. 
20 . Sea 


2-il = ir 

e~ as J s 


m = 


= 4 tanh^) 

s 2 ' 


b, si 0 < t < a 
0 , si a < t < 2a 
— 6 , si 2a < t < 3a 
0, si 3a < t < 4a 


periodica de perfodo 4a 

(Rta.: 

21. Sea fit) la funcion de onda triangular (ver figura 6 . 8 ). Mostrar que 
£ {f( t )}i s ) = p tanh | 

m 



Figura 6.8 
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22 . Sea f(t) la funcion rectification completa de la onda de sent (ver figura 
6.9). Mostrar que £{f(t)}(s) = cotdi ^ 

m 



-i 


Figura 6.9 



4. Mostrar que £{/ 0 * dr} = j~ s In ^ 

5. Mostrar formalmente, que si x > 0 entonces 

«■) /M = Sr " dt = f; b ) /M = iff dt = fe-* 
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6 . Hallar £{ 

(Rta.: tan -1 

24. Mostrar que 

a) . £- l {^} = {t-3)U{t-3) 

b) . = sen(f — n)U(t — n) = — sen tU(t — 3) 

c) . £~ 1 { l ~g 2 ^ } = (1 ~U(t - 2n )) sen t 

d) . = (1 -U{t - 3)) cost it 

e) . Hallar £-i{*=^-} 

(Rta cos t — U(t — 7r) cos (t — 7r)) 

25. Usando la definicion de producto convolutivo, demostrar las siguientes 
propiedades de este producto: 

a. Propiedad conmutativa: f * g = g * f 

b. Propiedad asociativa: (f * g) * h — f * (g * h) 

c. Propiedad distributiva: f * (g + h) = f*g + f*h 

6.4. APLICACIONES DE LA TRANSFOR¬ 
MADA A LAS E.D. 

Pasos: 

■ Aplicar la transformada a arnbos lados de la ecuacion 

■ Aplicar cl teorema de la transformada de la derivada 
£{y'} = sY(s)-y( 0) 

£{y"} = s 2 Y£s ) — sy( 0) — y'( 0) 
donde y(s) = £{j/(*)}(s) 

Nota: cuando las condiciones iniciales no estan dadas en t — 0, sino 
en t — a, se hace cl carnbio de variable t — t — a, con este carnbio de 
variable, la nueva E.D. tiene condiciones iniciales en r = 0. 

■ Conseguir una funcion en s, es decir, despejar P'( s ) 

■ Hallar la transformada inversa: y(t) = £ _ 1 {y'(s)} 
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Ejemplo 15. Hallar la solucion de y"—Ay'+Ay = t 3 e 2t \ y( 0) = y'(0) = 0 
Solucion: 


© : £{y"}-A£{y'} + A£{y} = £{t 3 e 2t } 

® : s 2 Y(s) - sy(0 ) - </(0) - 4(sY(b) - y(0)) + 4Y(s) = 


® : s 2 n») - W(') + 4F(») = j 

@ • y (3 ) = (ESI =_?!_ = 

W ' y l s 2 -4s + 4 (s - 2) 4 (s - 2) 2 (s-2)» 

v(t) = i-‘{y( s )} = £-' {(j^} 


(4 - 2 )' 


1 i f 3! (4 x 5) 
4x5 \ (s - 2)« 


4x5 \(s-2)«j 20 


Ejemplo 16. Hallar la solucion de y'{t) = 1 — sen tr- y(t) dtt , y(0) = 0 
Solucion: 


0 : £{y\t)}(s) = £{l}(s) - £{sent}(s) - £ y(t)dt\(s ) 

© = y w(«+;) = ;-?TT 

„,,{s 2 + 1 \ 1 1 


Y(s) = 


s J s s 2 + 1 
S f 1 1 \ 


s 2 + 1 \s s 2 + 1 / s 2 + 1 (s 2 + l) 2 


y(t) = £ = £ 1 \ [• - ^ 1 


y(t) = sent — £~ 


s 2 + 1 


s 2 + 1 s 2 + 1 


(s 2 + l ) 5 


= sen t — sen t * cos t 


= sen t — sen r cos(t — r) dr 

Jo 

= sent — / senr(costcosr + senrsent) dr 

Jo 
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= sen t — cos t / sen r cos r dr — sen t / sen" r dr 

J o Jo 

1 2 1 1 
= - cos t sen" t — -1 sen t + - sen t sen 2 t 


Ejemplo 17. Hallar la solucion de ty" — y' — t 2 , y(0) = 0 

Solucion : 

£{ty"}{s) - £{y'}{s) = £{t 2 } 
(-l)^£{y"}(s)-(sY(s)-ym = | 

-^(s 2 Y(s)-sm-y>m~sY(s) = J 

-^9 2 Y(s))-sY(s) = § 


-(s 2 Y , (s) + 2sY(s))-sY(s) = 

-s 2 y"(s) - 3sy(s) = 4 

s 6 

r 3 2 

Y (s) H— y (s) = —- , E.D. lineal de primer orden 
s s b 

F.I e J * ds = e 3lns = s 3 


Y(s)s 3 = 


2 s -1 

— s 3 ds + C = -2 — + C 


Y{s) = 2 + ( ' 


5^ 

«(9 = 

t 3 t 2 

= 2 * +c A 

Ejemplo 18. Hallar la solucion de ty" + y = o, y(o) = o 
Solucion: 


•W'K») + YM = (-1) s (•£{/}«) + I'M 

= -^ (« 2 r(s) - st/(o) - s/(o)) + v» 
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= ~4~ (s 2 Y(s)) + Y(s) = -(s 2 Y\s ) + 2sy(s)) + y(s) 
as 

= -s 2 y\s ) - 2 S y(s) + y(s) = s 2 y'(s) + y»(2s -1) 

= y'm + (- -= rtf + 0 - p) ns) 

77 T f(~ —21ns— 

r .1. — e J V* s 2 / = e - 1 , 



6.4.1. Ejercicios y problemas: 

Resolver los siguientes ejercicios por transfornrada de Laplace 

1. y"-Ay'+ Ay = t 3 e 2t , y(0) = 0, j/'(0) = 0 

(Rta.: y = ^t 5 e 2< ) 

2. y" - 6 y' + 9 y = t 2 e 3t , y{ 0) = 2, j/'(0) = 6 

(Rta.: y = 2e 3t + 2^ e 3 ') 

3. y" -2y' + y = e*" 1 , j/(l) = 0, j/'(l) = 5 

(Rta.: y — 5(t — lje^ 1 + |(£ — l) 2 e t_1 ) 

4. y" - 6 y' + 9 y = t, y( 0) = 0, y'{ 0) = 1 

(Rta.: y = fte 3t - £e 3t + | + ^) 
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5. y" + y' -Ay- 4 f*y dr = 6e t -At-6, y( 0) = y'( 0) = 0 

(Rta.: y{t) = 1 — e* — |e _t + \e 2t ) 

6. Hallar f(t) para la siguiente ecuacion integral 

f(t) + [ f(r) dr = 1 
Jo 

(Rta.: f(t) = e -t ) 

7. y'{t) + 6 y(t) + 9 f* y(r) dr = 1, y( 0) = 0 
(Rta.: y = te~ 3t ) 

8. y'{t) - 6 y{t) + 9 f* y(r) dr = t, y( 0) = 0 
(Rta.: y = |e 3t — |e 3 * + |) 

9. j/'(t) + 6 y(t) + 9 f* y(r) dr = t, y( 0) = 0 
(Rta.:y = -f e - 3 *-l e - 3t + l) 

10. y'it) — cost + f* y(r) cos(t — r) dr, y( 0) = 1 
(Rta.: y = 1 + t + |t 2 ) 

11. ty" + 2ty’ + 2y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 3 

(Rta.: y(t) = 3 te~ 2t ) 

12. ty"-ty'-y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 3 

(Rta.: y(t) = 3 te l ) 


13. ty" + Aty' + Ay = 0, y(0) = 0, y'(0) = 2 

(Rta.: y = 2te~ u ) 

14. t 2 y" + 2ty' + t 2 y = 0 
(Rta.: y = -C^f) 


15. ty" + y = 12 1 , y( 0 ) = 0 

(Rta.: y(t) = 12t+C'(t-.§+^| [ -^|y + ^| f -.. - + (-l) n ^ (^piyr+ • • •)) 


16. y" + Ay = f(t ) donde /(t) = | J ° ^ 1 

2 /( 0 ) = 0 , 2 /'( 0 ) = -1 

(Rta.: y(t) = 1 — — \U(t — 1) sen 2 (t —1) — \ sen 2 1) 

17. y" + Ay = /(t) donde /(£) = sent U(t — 2n) 

2 /( 0 ) = 1 , 2 /( 0 ) = 0 

(Rta: 7/(t) = cos 2t+1 sen(t — 2n) U (t — 2n) — | sen2(t — 2n) U(t — 2n)) 
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18. y" - 5 y' + 6 y = U(t - 1), y(Q) = 0, y'(0) = 1 

(Rta.: y(t) = e 3t — e 2t + Uit — 1 )[| + — \e 2< ^~ 1 ^)) 

19. y" — y' — e* cos t, y( 0) = 0, y'( 0) = 0 
(Rta: y = \ — cos t + sent) 

20. Hallar /(t) si: 

i- f(t) + fo{t-r)f(T)dT = t 

(Rta: f{t) = sent) 

ii. f(t) + 4 f* sen r f(t — r) dr — 2 1 
(Rta: fit) = ^ sen v^t + ft) 

iii. f(t) = te t + Jo t fit- t) dr 

(Rta: fit) = -|e _t + |e* + \te* + |tV) 

iv - f(t) + fo fi T ) d T = e* 

(Rta: /(t) = + |e*) 

v - f(t) +Jo f( T ) dr — t 

(Rta: /(t) = — e - * + 1) 

21. Sea x(t) la solution de la ecuacion de Bessel de orden cero 

t/x" + x' + tx = 0 
tal qne x(0) = 1 y x'(0) = 0. Demostrar que 

a. £{x(t)}(s) = £{J 0 it)}is) = 

b. Mostrar formalmente JJ° Jo (a:) dx — 1, 

c. Mostrar formalmente J 0 (®) = ^ fj cos(xcost) dt 
(Ayuda: JJ cos 2n x dx = ''''jjjjjj, ' -) 

22. La deflexion estatica y(x) en nna viga rectilinea uniforme de longitud L 
que soporta nna carga iu(x) por unidad de longitud, se obtiene a partir 
de la ecuacion diferencial El 'Jj = w(x), en donde E es cl modulo 
de elasticidad del material e / es el momento de inercia de nna section 
trasversal de la viga. Para un viga en voladizo empotrada en su extremo 
izquierdo (x — 0) y libre en su extremo derecho (x = L), es decir, 
y(x) satisface y( 0) = y'(Q) = y'jL) = y'"iL) = 0. Las dos primeras 
condiciones expresan que la deflexion y la pendiente son cero en x = 0, 




246 


CAPITULO 6. TRANSFORMADA DE LAPLACE 


y las dos ultimas condiciones dicen que el momento flexionante y la 
fuerza cortante son cero en x — L, suponiendo que w(x) = w 0 para 
0 < x < L. Hallar y(x), usando trasformada de Laplace. (Ayuda: haga 
Ci = y"( 0) y c 2 = y"'{ 0) y luego use las condicones en L para hallar c\ 

(Rta: f(t) = - |a: 3 + ^x 4 )) 

6.5. IMPULSO UNITARIO O “FUNCION 
DELTA” DE DIRAC 

En muchos sistemas mecanicos, electricos, etc; aparecen fuerzas externas 
muy grandes que actuan en intervalos de tiempo muy pequenos, por ejemplo 
un golpe de martillo en un sistema mecanico, o un relampago en un sistema 
electrico. La forma de representar esta fuerza exterior es con la “funcion <5”- 
Dirac. 


Definicion 6.5. 8 a (t - t 0 ) = { ’ S \ to a<t< ^ ® 


v 7 [ 0 . si t < to — a o t > t o + a 

donde a y t 0 son const antes positivas y t 0 > a. 


Nota: para todo a > 0 y para todo t 0 > 0 se cumplc que (Ver figura 

6 . 10 ) 


8 a (t - t 0 ) = 1 


8ait - t 0 ) 



Figura 6.10 
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Definicion 6.6. Se llama impulso unitario 6 funcion delta de Dirac a la 
“funcion”definida por el li'mite: 

S(t-t 0 ) = lmi 5 a (t-t 0 ) 

a—> 0 

Ver figura 6.11 en la pagina siguiente. 

Propiedades: 

5a(t - t 0 ) 



1 . 5(t — t 0 ) es infinita en t — t 0 y cero para t ^ t 0 . 

2 - fZHt~to)dt = l 

3. £{8 a (t -t 0 )}(s) = e~ st ° ( £Sa ^~ 8S ) 

4. £{8{t- t 0 )}(s) d = lim £{5 a (t - t 0 )}(s) L1I 2i )lidl e ~ st o 

a —>0 

5. si to = 0 =>• £{<5(t)}(s) = 1 


6. f- 00 f( t )fi( t - t o)d t = f{to), en particular / 0 °° f{t) S(t - t 0 ) dt = f(t 0 ) 

7. Por 6. podemos decir que £{f(t)8(t — t 0 )}(s) = e~ tos f(t 0 ) 
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Notar que en la propiedad 5. lmi £{f(t)}(s) = 1, mientras que por teorema 

s —^OO 

anterior vimos que cuando una funcion es de orden exponencial 
Km £{f(t)}(s ) = 0, lo cual es una contradiction, esto nos indica que la “fun- 

S—t-OO 

cion” 5-Dirac no es de orden exponencial, es por esto que S es una 
“funcion” extrana. Mas precisamente, esta funcion es tratada con detenimien- 
to en los textos de Teona de Distribuciones (Ver texto de Analise de Fourier 
e Equagoes Diferenciais Parciais de Djairo Guedes de Figueiredo) 


6.5.1. Ejercicios y problemas: 

1 -y" + y = S(t-^ 27r), y(0)=0 , y'(0) = 1 
(Rta: y(t ) = sent + sen(t — 2n)U{t — 2n)) 

2. y" + 2 y' + 2 y = cos t 5(t - 3vr), y(0) = 1, y'(0) = - 1 

(Rta: y(t) = e _t cos t — e _ ^“ 37r ) sen(t — ?>ii)U(t — 37r)) 

3. y" + y = 5(t-n)cost, y{ 0) = 0, y'(0) = 1 

(Rta: y = [1 + U(t — 7r)] sen t ) 

4. y" + 2 y' = S(t - 1), y(0) = 0, y'(0) = 1 

(Rta: y=\-\ e~ 2t + [§ - § e~ 2 ^} U(i - 1)) 

5. y" + 4y' + 5y = 6(t - 2tt), y(0) = 0, y'(0) = 0 

(Rta:y = e - 2 K- 2,r ) sen tU(t — 2n)) 

6. y" + y — e t S(t — 2n), y(0) = 0, y'(0) = 0 

(Rta: y = e 2n sen(t - 2vr) U(t - 2vr)) 


2y 7 = 1 + 5(t — 2), y(0) = 0, y'(0) = l 


(Rta: y = 


■- + -e 2 

4 r 4 c 


\U(t - 2) + \e 2 ^U(t 


Una viga uniforme de longitud L soporta una carga puntual Po en 
el punto x = |f. La viga esta empotrada en su extremo izquierdo y 
libre en su extremo derecho, la ecuacion diferencial de la deflexion y(x) 
esta dada por EIj\ = Pq5(x — f) y las condiciones de frontera son 
y(0) = y'(0) = y"{L) = y"\L ) = o" 

f 1 Lb ( Lx 2 _ n < t ^ — 

Rta:y(x) = T V T ~ 


1 PoL 2 , 
8 El 1 


^ < x < L 




6.6. ANEXO CON EL PAQUETE MAPLE 


249 


9. Resuelva el ejercicio anterior con las siguientes condiciones de frontera 
y(0) = y'(Q) = y(L) = y'(L) = 0, en este caso la viga esta empotrada 
en ambos extremos. 

(Rta: y(x) = — § ) 3 14 (t — F) + \Lx 2 — para 0 < x < L) 


6.6. ANEXO CON EL PAQUETE Maple 

Ejemplo 19. Utilizando el Paquete Maple, descomponer en fracciones 
parciales las siguientes expresiones: a) F(s) = , b) F(s) = 

(-2)^+3) . c ) ns) = d ) ns) = e) fU = ^ 

a). >Fl(s) := (7*s-l)/((s-3)*(s+2)*(s-1)); 

>convert(FI(s),parfrac,s); 

_ , , 7s - 1 


Fl(s) - 


(s — 3)(s + 2)(a — 1) 


s — 3 s — 1 s + 2 

b). >F2(s) :=(2*s+4)/((s-2)*(s~2+4*s+3)); 
>convert(F2(s),parfrac,s); 

F2(s) ■= _ 25 + 4 _ 

{) ' (s-2)(s 2 + 4s + 3) 


15(s — 2) 5(s + 3) 3(s + 1) 

c). >F2(s) := (2*s+4)/((s-2)*(s~2+4*s+3)); 
>convert(F2(s),parfrac,s); 


F3(s) : = 


s 3 (s + 2) 2 


11 11 4 , 4 3 

~4s + 4(s + 2) ~~ ^ + ~2 + 2(s + 2) 2 

d). >F4(s) := (s~3+3*s~2+l)/(s~2*(s~2+2*s+2)); 
>convert(F4(s),parfrac,s,complex); 


F4(s) := 


s 3 + 3s 2 + 1 
s 2 (s 2 + 2s + 2) 
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>with(inttrans):laplace({sin(k*t),exp(k*t)},t,s); 

1 k 
s — k' s 2 + k 2 

Ejemplo 21. Hallar la transformada de e* sen(2 1) y calcular la transformada 
inversa de -— A , . 

(s— iy+4 

Efectuar las siguientes instrucciones: 
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>with(inttrans):laplace(exp(t)*sin(2*t), t,s); 

2 

(s — l) 2 + 4 


>invlaplace(°/ 0 ,s,t); 

e* sen(2 1) 

Ejemplo 22. Resolver, usando transformada de Laplace, la E.D. 

x" + 16x = cos At 

con x(0) = 0, x'(0) = 1 

Efectue las siguientes instrucciones: 

>with(0DEtools):Eqn2:=D(D(x))(t)+16*x(t)=cos(4*t): 
dsolve({Eqn2,x(0)=0,D(x)(0)=l},x(t),method=laplace); 

x(t) = Q + ^ sen(4t) 

Ejemplo 23. Resolver, usando transformada de Laplace, la ecuacion integro- 
diferencial y'(t) = 1 — sent — f*y{r) dr con la condicion 7/(0) = 0 

Efectuar los siguientes instrucciones: 

>with(0DEtools):Eqn2:=D(y)(t)=l-sin(t)-int(y(s),s=0..t): 
dsolve({Eqn2,y(0)=0,D(y)(0)=l},y(t),method=laplace); 

y(t) =^1-0 sen(t) 

Ejemplo 24. Resolver, usando transformada de Laplace, la E.D. y' + y = 
U(t — 1) con la condicion y(0) = 0 (U es la funcion escalon unitario) 

Efectuar los siguientes pasos: 


>restart: with(ODEtools): ode := diff(y(t),t) + y(t) = 
5*piecewise(t<l,0,t>=l,1):dsolve({ode,y(0)=0},y(t),raethod=laplace 

{ 0 t< 1 

undefind t — 1 
—5e^ 1- ^ + 5 t > 1 
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CAPITULO 7 

SISTEMAS LINEALES DE 
PRIMER ORDEN 


7.1. INTRODUCTION 

Estudiaremos cl sistema de n ecuaciones lineales de primer orden: 

x\ = a 1 i(t)x 1 + ai 2 (t)x 2 f... + ai n (t)x n + fi(t) 
x 2 = a 2 i(t) X\ + a 22 {t) x 2 + ... + a 2n {t) x n + f 2 (t) 

'■ (7-1) 

x' n = a n i (t)x i + a n2 (t)x 2 + ... + a nn (t) x n + f n (t) 

cl cual se denomina no homogenea si /* ^ 0 para algiin i — 1 , 2 ,..., n. 

El sistema homogeneo asociado al anterior sistema es: 


x[ = a n (t) x x + • • • + a ln {t)x n 

X n X\ . . . d" d nn {t ) X n 


(7.2) 
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Sea x(t) = 


, A{t) = 


X n (t ) 


a u (t) 




n(t) 


®nn(^) 


y m = 


entonces el sistema (7.1) se puede escribir: 


x'(t) = A(t) x(t) + f(t) 

y la homogenea asociada (7.2) se puede escribir corno 

x '(t) = A(t) x{t) 
Consideremos cl problema de valor inicial: 


x'it) = A(t)x(t) + f(t), x(t 0 ) = x o 


donde 


Decimos que la funcion vectorial 


0(t) = 


4 >n{t) 


es solucion de (7.5) en /, si </>(£) es derivable, satisface la ecuacion diferencial 
en / y la condicion inicial dada, es decir, si 




= x 0 


Teorema 7.1. _ 

Sean A(t) y f(t) funciones matricial y vectorial respectivamente y continuas 
en [a, b\, entonces existe una unica funcion vectorial <f>(t) que es solucion del 
problema de valor inicial (7.5) en [a, b\. 
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(Ver la demostracion de este teorema en el Apendice) 
Ejemplo 1 . Consideremos el sistema lineal 

x\ = —4xi — x 2 
x' 2 — X\ — 2X2 


con xi(0) = 1 y x 2 (0) = 2. 

Solucion : el sistema puede escribirse como: 



X 0 = 


a?i(0) 

x 2 (0) 


Sus soluciones son de la forma: 




02 (t) 


(1 — t) e 3t 
te~ 3t 


Tambien 




(1 - 3 1) e~ 3t ' 
(2 + 3 1) e~ 3t 


es un vector solucion que satisface la condicion inicial. 


Nota: toda E.D. de orden n se puede reducir a un sistema de E.D. de 
primer orden. En efecto, sea 

x ( n ) — y x , x f , ■ ■ ■ , x < ' n_1 ' ) ) (7.6) 

una E.D. de orden n (lineal o no lineal), donde t es la variable independiente, 
haciendo 

x = xi, x' = x 2: x" — x 3 , ■ ■ ■ , x (n - l> = x n 
obtenemos el siguiente sistema de primer orden: 


x\ = x 2 

x 2 = X 3 

X' n = f(t,X,xf,-“ ,X in ~ 1] ) 


(7.7) 
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la E.D. 7.6 es equivalente al sistema 7.7, esto quiere decir que si x(t) es solu¬ 
tion de 7.6 entonces X\ = x, x 2 = x', x 3 = x", ■ ■ ■ ,x n — x ^ n ~P son solucion 
del sistema 7.7 y recfprocamente, si xi(t), x 2 (t),--- , x n (t) son solucion del 
sistema 7.7 entonces x(t) = X\ (t) es solucion de la E.D. de orden n 7.6. 

Ejemplo 2. Convertir en un sistema la siguiente E.D.: 

x'" — 6 x" + llx' — 6x = sen t 

Solucion: hagamos x\ = x, x 2 = x\ x% = x" y obtenemos cl siguiente 
sistema 

x\ = x' = x 2 
X 2 = x" = X 3 

x' 3 = x'" = 6x" — llx' + 6x + sent = 6x 3 — 11 x 2 + 6 xi + sent 
= 6 xi — llx 2 + 6 x 3 + sent 

matricialmente la E.D. queda asi 


x[ 


'0 

1 

O' 


Xi 


0 

X 2 

= 

0 

0 

1 


x 2 

+ 

0 

A 


6 

-11 

6 


>'3_ 


sent 


7.2. CONJUNTOS FUNDAMENTALES Y 
SISTEMAS HOMOGENEOS 

Consideremos cl sistema homogeneo x ' = A[t) x donde x es un vector de 
n componentes y A(t) una matriz de n x n. 

Si (pi (t),..., <pn(t ), son n soluciones lincalmente independientes del sistema, 
entonces decimos que este conjunto es un conjunto fundamental de soluciones; 
la matriz 


$(*) = [0i (*),••-,&(*)] 


011 (t) ••• (pin (t) 

0nl (t) (pnn(t ) 


o sea, la matriz cuyas columnas son 0 i(t),..., 0 n (t) los cuales son linealmen- 
te independientes, la llamamos una matriz fundamental y decimos que <3>(t) 
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es una solution matricial ya que cada una de sus columnas es solution de 
x ' = A(t) x. 

Definition 7.1 (Matriz Principal). Decimos que la matriz fundamental 
ip(t) es matriz principal si 

' 1 ••• 0 

<p(to) = i = : : 

o ••• 1 

Nota: esta matriz es unica. 


Definition 7.2 ( Wronskiano). Sea$(t) una matrizsolucion (esdecir, cada 
colunma es un vector solucion) de x ' = A(t)x, entonces W{t ) = det$(t) lo 
llamamos el Wronskiano de $(£). 

Observation: si <3>(t) es una matriz fundamental, entonces 

W{t) = det$(t) ^ 0 
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y A(e xt v) = e xt Av, de (7.8) tenemos que: 

Xe xt v = A(e xt v) = e xt Av, 


luego 


Av = Xv (7.9) 

Es decir, x{t) = e xt v es solucion de (7.8) si y solo si A y v satisfacen (7.9). 

Definicion 7.3 (Vector y valor propio). Un vector v ^ 0 que satisface 
Av = Xv se le llama vector propio de A con valor propio X. 


NOTA: 

■ v — 0 siempre satisface Av = Xv para cualquier matriz A, por esto no 
nos interesa. 

■ A es un valor propio de la matriz A si y solo si 

Av = Xv Av — Xv = (A — XI)v = 0 (7.10) 

es decir, v satisface sistema homogeneo de n ecuaciones con n incognitas 
(A — XI)v = 0 (7.11) 

donde / es la matriz identidad. 


La ecuacion (7.11) tiene una solucion v ^ 0 si y solo si det(A — XI) = 0, 


luego los valores propios de 

A 

son las 

rafces 

de 

la ecuacion. 


ciii — ^ 

a 12 


^1 n 

0 = det(A — XI) = 


a 21 

a-22 — 

A 

a 2n 



dni 

dn2 


dnn ^ 

= Polinomio en A de grado 

n ■ 

= p(X). 
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Definition 7.4 (Polinomio Caracteristico). . AI polinomio p(X) de la 

nota anterior lo llamamos el Polinomio Caracteristico de la matriz A. 

Como los vectores propios de A son los vectores » / 0 que satisfacen la 
ecuacion vectorial 

(A - A I)v = 0. 

y como p( A) = 0, tiene a lo sumo n rafces, entonces existen a lo sumo n valo- 
res propios de A y por tanto existen a lo sumo n vectores propios linealmente 
independientes. 

El siguiente teorema se demuestra en los cursos de Algebra Lineal. 

Teorema 7.2. _ 

Cualesquiera k vectores propios v\,,Vk correspondientes a k valores pro¬ 
pios diferentes Ai,..., A*, respectivamente, son linealmente independientes. 

Pasos para hallar los valores y vectores propios de A: 

■ Hallar p( A) = det(A — XI) = 0. 

■ Hallar las rafces Ai,..., X n de p( A) = 0. 

■ Para cada valor propio Aj, resolver el sistema homogeneo 

(.A — A il) v = 0.. 

Ejemplo 2. Hallar tres soluciones linealmente independientes, una matriz 
fundamental y la solution general del siguiente sistema: 


[2 1 -ij 

Solucion: el polinomio caracteristico es 

'1 - A -1 4 

p(X) — det(A - XI) — 3 2-A -1 =-(A 3 - 2A 2 - 5A + 6) = 

2 1 -1 - A 

= —(A - 1)(A + 2)(A - 3) = 0 

luego los valores propios son: Ai = 1, A2 = —2, A3 = 3 
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Hallemos los vectores propios: 

Para Ai = 1, tenemos que 

'1-1 -1 4 1 

(A-l.I)v= 3 2-1 -1 

2 1 - 1-1 


v\ 0 

v 2 = 3 
v 3 2 


-1 4 

1 -1 
1 -2 


escalonemos la matriz de coeficientes por reduction de filas 


0-14 0 -1 4 n . 0 -1 4 

3 1 -1 3 0 3 1 0 1 

2 1 -2 Rsi{1) 2 0 2 Rs( ^ 10 1 


R32(- 1) 


0-14 
1 0 1 
0 0 0 


luego v 2 = 4v 3 , Vi = —v 3 , v 3 = v 3 , por lo tanto 


v — 4 

1 

Para A 2 = —2, tenemos que 

ri + 2 -] 


X\ — e 


-1 4 


(A+2.I)v= 3 2 + 2 -1 v 2 = 3 4 -1 v 2 = 0 

2 1 -1 + 2 2 11 v 3 0 


escalonemos la matriz de coeficientes por reduction de filas 
"3—1- 4 1 [3 —1 41 + f3 —1 4" 

3 4-1 ^^4 15 0 15 10 1 — 


2 1 


Rsi(i) 


15 0 15 




10 1 


i?12(—4) 


-1 -1 0 
10 1 


R3{ 5) 101 Rs2{ lj 0 0 0 


luego v 2 = —Vi, v 3 = — Vi, v\ = v{, por lo tanto 


v — —1 

-1 


x 2 = e 


Para A 3 = 3, tenemos que 


(A - 3. /) c = 


1-3-1 4 1 U~ 

3 2-3 -1 v 2 — 

2 1 —1 — 3 v 3 


-2-1 4 1 M [O' 

3-1-1 v 2 = 0 
2 1-4 v 3 0 
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escalonemos la matriz de coeficientes por reduction de filas 



luego v 2 = 2ui, vs = Vy, v\ = v\, por lo tanto 



Las tres soluciones son x±, x 2 , x 3 , corno los tres valores propios son diferentes 
entonces X\, x 2 , x 3 son linealmente independientes, o sea qne la matriz 
fundamental es 

— e t e~ 2t e 3t 
<E>(t) = [fi, x 2% X 3 ] = 4e* — e~ 2t 2e 3t 

e * —e~ 2t e 3t 

La solucion general es 

ci] rev 

x(t) = CiXi(t) + C 2 x 2 (t) + C 3 x 3 (t) = $(f) C 2 = [fi, x 2 , x 3 \ C 2 

Cs\ [C 3 _ 

RAICES COMPLEJAS. 

Si A = a + i/3 es un valor propio o caracterfstico de A con vector propio 
asociado v — V\ +iv 2 , entonces x(t) = e xt v es una solncion vectorial compleja 
de x ' = A x. 

La solucion vectorial compleja da lugar a dos solnciones vectoriales reales, 
en efecto: 

Lema 7.1. _ 

Sea x(t) = x\{t) + ix 2 (t) una solucion vectorial compleja de x ' = Ax, 
entonces X\(t) y x 2 {t) son soluciones vectoriales reales de x ' = Ax. 





262 CAPITULO 7. SIST. LINEALES DE PRIMER ORDEN 


Demostracion: como x(t) es solucion de x ' = A x entonces 

xi '( t ) + ix 2 \t) = A(xi(t) + ix 2 (t)) = Axi(t) + iAx 2 (t) 

e igualando parte Real y parte Imaginaria: 

xi ' — A xi y x 2 ' = A x 2 , 

o sea que x\(t) y x 2 (t) son soluciones. ■ 

Observese que x\(t) = R e {a;(t)} x 2 (t) = Im{f(t)} 

NOTA: si A = a + i(3 es un valor propio complcjo y v = v± + iv 2 es un 
vector propio complejo asociado a A entonces 

x = e xt v = e (“+* /3 ) t (Ei + iv 2 ) = e at (cos fit + i sen /3t)(v i + iv 2 ) 

= e at [vi cos (3t — v 2 sen / 3t + i(v i sen / 3t + v 2 cos /3t)\ 

Por tanto si A = a + i/3 es un valor propio de A con vector propio v = 
Vi + in 2 , entonces 

Xi = e at (viCOS fit — v 2 sen/3t), x 2 = e at (vi sen [3t + v 2 cos/3t) (7.12) 

son dos soluciones vectoriales reales de x'(t) = Ax y son linealmente inde- 
pendientes. 

Ejemplo 3. Hallar dos soluciones vectoriales reales linealmente indepen- 

[12 —17’ 

dientes del siguiente sistema: x' = ^ x 

Solucion: hallemos cl polinomio caracteristico 

p{ A)= 12 ^ A _4 X _ 7 a = A 2 — 8A + 20 = 0 
los valores propios son X 1 = 4 + 2i, \ 2 = 4 — 2i,por tanto a = 4, j3 — 2. 

Si Ai = 4 + 2i entonces 

8 — 2 i —17 V\ _ 0 

4 —8 — 2 i v 2 0 

(8 — 2 i)v\ — 17v 2 = 0 y Av\ + (—8 — 2i)v 2 = 0 
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que tambien son dos soluciones linealmente independientes de la E.D., es de- 
cir, que de acuerdo a la seleccion que hagamos ya sea en los valores propios 
o en las ecuaciones lineales cuando escalonemos la matriz de coeficientes, 
tendremos respuestas diferentes, esto se debe a que escogemos vectores base 
Vi, V 2 diferentes. 

RAICES IGUALES. 

La matriz e At que definimos a continuation, cuya existencia esta demostrada 
en cl Apendice A.3 . 
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Definicion 7.5 (Matriz exponencial). Si A es una matriz n x n y cons- 
tante 

y-2 y-Ti 

e At = I + tA -\—- A 2 + ... + — A n + ... 


Esta serie es convergente para todo t y para toda matriz A nxn constante. 
Derivando formalmente (Ver la demostracion de la derivada en el Apendice 
A.4), tenemos 

r] ^ 

— e At = A + A 2 t + ... + --— A n + ... 

dt (n — 1)! 

— a(i +At+■■■ + -r ———ttt A n + .. ) = Ae At 

V ( n — !)• J 

Por tanto, e At v es una solucion de x ' = Ax, donde v es un vector constante. 
En efecto 

j t = Ae At v = A (e^ 
x x 

Tambien en el Apendice se demuestran las siguientes propiedades. 


Propiedades: 


i). (e At ) 1 = e At 


A(t+s) _ pAt pAs 


li). e v 1 y = e e 


iii). Si AB = BA, donde A nxn y B nxn , entonces e At+Bt = e At e Bt 

Definicion 7.6. (Vector propio generalizado) Si A es un valor propio de 
la matriz A, denominamos vector propio generalizado de rango m asociado 
a A, al vector v tal que 

(A - A I) m v = 0 y (A - A/) m-1 u ^ 0 

Cuando m — 1, el vector v es un vector propio generalizado de rango uno y es 
tambien un vector propio ordinario; cuando m = 2 , el vector v es un vector 
propio generalizado de rango dos, pero no es un vector propio ordinario. 


Observacion: 


e At v = e At - XIt + XIt $ = e ( A ~v)t e \it - ( 7 . 13 ) 
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Yaque (A-XI)XI = (XI)(A-XI) 


Pero e XIt v = 


I + A It + (XI) 2 — + ... 


2 ! 


sustituyendo en (7.13) 


, x A H 2 

1 + ^ + 


e At v = e xt e (A ~ XI)t v 


Iv = e xt v 


(7.14) 


Si v es un vector propio generalizado de rango m, es decir, satisface 
(A — A I) m v = 0 y (A — A I) m ~ 1 v ^ 0 para algun entero m, entonces la 
serie infinita de e( A_A/ ) t termina despues de m terminos; en efecto, 

(A - XI) m+e v = (A - A I) e (A - XI) m v = 0. 


Por tanto 


e O-A/)^ = 


y-2 j.m—1 

I +(A- XI)t + (A - XI)— + +(A - XI) m 1 ^ 


4.2 4-m—l 

= v + t(A- XI)v+ — (A- XI) 2 V + ... + ^——jjy 


(A - XI) 


771—1 


en (7.14): 

e At v = e xt [v + t(A-XI)v 


j. 2 4-m—l 


(A - XI) m ~ v\ (7.15) 


Algoritmo para hallar las n soluciones linealmente independientes 

1 . Hallar los valores y vectores propios de la matriz A. Si A tiene n vec- 
tores propios linealmente independientes entonces x' = Ax tiene n 
soluciones linealmente independientes de la forma e xt v. 


2 . Si A tiene k < n vectores propios linealmente independientes, entonces 
se tienen k soluciones linealmente independientes de la forma e xt v. Para 
encontrar las soluciones adicionales se torna un valor propio A de A y 
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se hallan todos los vectores v de rango dos, es decir, los vectores v tales 
que 

(A — A I) 2 v = 0 y (A — A I)v 7 ^ 0. 

Para cada uno de estos vectores v 

e At v = e xt e {A ~ XI)t v = e xt [v + t{A - A I)v\ 

es una solucion adicional de x' = Ax. Esto se hace para todos los 
valores propios de A. 

3. Si aun en el paso anterior no se han conseguido las n solnciones lineal- 
mente in depen dientes, entonces se buscan los vectores v de rango tres, 
es decir, los vectores v tales que 

(A - A Ifv = 0 y (A - \I) 2 v ^ 0 

por lo tanto 

e At v = e xt [v + t(A - A I)v + ^(A - A I) 2 v\ 
es una nueva solucion linealmente independiente de x' = Ax. 


4. Se continua de la misma manera hasta completar n solnciones lineal¬ 
mente independientes. 

Ejemplo 4. Resolver por el metodo anterior el problema de valor initial 


/ 

X = 

"2 1 2 ' 
0 2-1 

x x(0) = 

1 

| T—i CO 


0 0 2 


1 


Solucion: el polinomio caracteristico de 


A 


2 12 

0 2-1 
0 0 2 


es p( A) = (2 — A) 3 
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luego A = 2 es un valor propio de A con multiplicidad 3. 

Hallemos los vectores propios asociados a A = 2, estos vectores deben satis- 
facer la ecuacion 


'0 1 2 1 M [0 

(A-2I)v = 0 0-1 v 2 = 0 

0 0 0 v 3 0 


escalonemos la matriz de coeficientes por reduction de filas 


0 1 2 

0 0-1 
0 0 0 


Rl 2 (2) 


0 1 0 

0 0-1 
0 0 0 


luego v 2 — 0, v 3 — 0 y v\ = V \, por lo tanto cl vector propio asociado a A = 2 


la solution asociada a este vector propio es 


x[(t) = e 2t v = 0 , 


luego la dimension del espacio propio asociado al valor propio A = 2 es nno, 
esto qniere decir que debemos hallar un vector v tal qne 

(A — 2I) 2 v = 0 y (A-2I)v^0 


0 1 2 0 1 2 0 0 -1 vx 0 

{A — 2I) 2 v = 0 0 -1 0 0 -1 v= 0 0 0 v 2 = 0 


0 0 0 0 0 0 


0 0 0 


es decir v 3 = 0, V\ y v 2 son parametros; elegimos V\ — 0 y v 2 = 1 de tal 

"O' 

manera que el vector v — 1 sea linealmente independiente con cl vector 

0 
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v — 0 hallado anteriormente 

_ 0 _ 

La solucion asociada a v es 


x 2 (t ) = e xt [v + t(A — A I)v\ = e 2t [v + t(A — 2 1)v\ 

0] [0 1 2 1 [Ol [0] \1 

= e 2t [ 1 +t 0 0 -1 1 ] = e 2t [ 1 +t 0 ] = e 2t 

[°J [o 0 0 J [oj [oj [oj 

como (A — 2 1) 2 v = 0 tiene dos soluciones linealmente independientes 


se debe buscar otra solucion linealmente independiente con las anteriores, 
que cumpla la condicion 

(A — 2I) 3 v = 0 y (A-2I) 2 v^0 


0 12 


0 0 0 pui 


(A — 2I) 3 v — 0 0 -1 v= 0 0 0 v 2 = 0 


0 0 0 


0 0 0 u 3 


luego v\,v 2 y u 3 son parametros, ententes escogemos t?= 0 de tal manera 

1 

Yl [ol 

que sea linealmente independiente con 0 y 1 y que ademas cumpla 

°J ^ L° 

(A - 2Ifv ± 0. 

Como cl sistema es 3 x 3, entonces la ultima solucion es 


x 3 (t) = e M [v+t(A-AI)v+j(A-AI) 2 v\ = e 2t [v+t(A-2I)v+j(A-2I) 2 v\ 


0 1 2 1 [0 


= e zt [ 0+t00-l 0+-00-1 0 

1 0 0 0 1 2 0 0 0 1 


0 1 2 1 fo 
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0 2 2 0 0 -1 0 0 2 2 - 
= e 2t [ 0+t-l+-00 0 0 } = e 2t [ 0 +t -1 +- 0 

1 0 2 0001 1 0 2 o 


21-v 


La solucion general es 


2 t-y 


f(t) = Cixl(t) + C , 2 x < 2 (t) + C , 3^3(^) = Cie 2t 0 + C 2 e 2t 1 +C 3 e 2 * —t 

°J M L 1 

en t = 0 se tiene que 

'll I'll [Ol [O' 

f(0) = 3 = Ci 0 + C 2 1 + C 3 0 

lj [oj [oj [l 

luego Ci = 1, C 2 = 3 y C 3 = 1 

La solucion particular buscada es 


1 + 5t - jg 


x(t) = e 3 — t 


Nota: en algnnos casos el valor propio repetido A de mnltiplicidad m puede 
prodncir m vectores propios, en otros casos (como en el ejemplo anterior) 
puede producir menos de m vectores propios, teniendose que completar cl 
resto (hasta completar m) con los que llamaremos vectores propios genera- 
lizados. 

Definicion 7.7 (Valor propio defectuoso). Un valor propio X de multipli- 
cidad m > 1 se le llama defectuoso si produce menos de m vectores propios 
linealmente independientes. Si X tiene p < m vectores propios linealmente 
independientes, a 1 numero d — m—p de vectores propios faltantes se le llama 
el defecto del valor propio defectuoso X 

En cl ejemplo anterior A = 2 tiene mnltiplicidad m — 3 y solo prodnjo 
p — 1 vector propio, al numero d = m — p = 3 — l = 2de vectores propios 
faltantes se le llama cl defecto del valor propio A = 2, los dos vectores propios 
faltantes se consignen con vectores propios generalizados. 
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Observaciones. 

1. Una cadena de longitud m de vectores propios generalizados originados 
en el vector propio v\ es un conjunto de m vectores propios generaliza¬ 
dos {tii, V21 ■ ■ ■ AWn} tales que 

(A XI)v m = v m —i 
(A - \I)v m -i = V m -2 

(7.16) 

(A - A I)v 2 = vi 

Si sustituimos v m -i en la segunda expresion de (7.16) y luego v m -2 en 
la tercera expresion y asi sucesivamente, tenemos que 

(A-\I) m ~ 1 v m = v 1 , (7.17) 

y como V\ es un vector propio ordinario, entonces premultiplicando 

(7.17) por (A — XI) se llcga a que 

(A - A I) m v m = (A - XI)v\ = 0 

en general para j — 1 ,..., m — 1 : 

(A - XiyVm = V m -j (7.18) 

Utilizando (7.18) se puede mostrar que la cadena {tq, V2, ■ ■., Vm} es un 
conjunto de vectores linealmente independientes, para ello suponemos 
que 

a\V\ + 012 V 2 + ... + a m v m = 0 

se premultiplica por (A — A /) m_1 y se llega a que a m = 0, en forma 
similar se demuestra que a m _i = 0 y asi sucesivamente hasta mostrar 
que ai = 0 

2. Utilizando (7.15) tenemos que 

x(t) = e xt [v m + t(A - A ljv m + 

j -2 j.m —1 

- (A - A /) 2 v m + ... + —— (A - \I) m ~ l v m ] (7.19) 

donde v m satisface (A — \I) m v m = 0 y (A — — Vi ^ 0 y por 

(7.18) 

£2 -j-TTL—l 

— e At [u m + tv m _ i + —:Vm -2 + ••• + 7 - 777 A ] (7-20) 

2 ! [m — 1 )! 


x{t) 
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Algoritmo para una cadena de longitud m 

a. Hallar v\ vector propio de A asociado al valor propio A que satis- 
face el sistema: {A — XI)v — 0. 

b. Hallar v 2 tal que (A — A I)v 2 = V\- 

c. Hallar v m tal que (A — A I)v m = v m -i- 

d. La solution asociada a esta cadena es 

x(t) 6 \Vm i + — Vfji —2 + • • • + 7 ITT ^l] 

2! (m — 1)! 

3. Consideremos el sistema 

x' = a\X + biy 
y' = a 2 x + b 2 y 

luego su ecuacion caracteristica es 



p(X) = det Cil ^ ^ , = (ai - A)(6 2 - A) - a 2 6i 

a 2 o 2 — a 

— A 2 — (ai + & 2 )A + (oi& 2 — q 2 &i) = 0 (7.22) 
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y por (7.20) la segunda solution es 


x 2 (t) = e mt [v 2 + tv,] = e mt [ ^ +t ^]=e mt ^ 


A, + At 

B, + Bt ’ 


la solution general es 


x(t) = ^ = C,x,(t) + C 2 x 2 {t) 

_ /~i „mt A I r* A \ At 

-c,e B +c 2 e Bi + fi( 


(7.23) 


finalmente, las ecuaciones parametricas de la curva solution son: 


x{t) = C,Ae mt + C 2 (A, + At)e mt 
y(t) = C,Be mt + C 2 (B x + Bt)e mt 


(7.24) 


Teorema 7.3. _ 

La matriz X(t) nxn es una matriz fundamental de la E.D. vectorial 
x ' = Ax si v solo si satisface la E.D. matricial X'(t) = AX it) y ademas 
det X{t 0 ) ± 0. 

Demostracion: sea X{t) = [x,(f),... ,x n (t)\ una matriz fundamental de 
x ' = Ax, entonces 

Xi(t),X 2 (t), .. f ,x n (t) 

son linealmente independientes y por tanto det A^(t 0 ) ^ 0. 

Derivando la matriz X(t), tenemos 


y corno 


y sabiendo que 


X'(t) = [x'£t),x' 2 (t),...,x' n (t)\ 


AX it) = [Axxit), Ax 2 (t ),..., Ax n (t)\ 


Axi(t) =x[(t), Ax 2 (t) = x' 2 {t),...,Ax n (t) =x' n (t) 


entonces 


X'(t) = [Axi{t ), Ax 2 (t),..., Ax n {t)] = AX it) 
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luego X(t) es solucion de la E.D. matricial 

X' = AX 

Reci'procamente como aq(t 0 ),..., x n (t 0 ) son linealmente independientes, ya 
que detX(f 0 ) 7 ^ 0; entonces por la not a ii. hecha en la pagina 95 del Cap. 
IV, tenemos que 

xi(t),X 2 (t ),..., x n (t) son linealmente independientes 
luego la matriz 

X(t) = [£1 (t),x 2 (t),...,x n (t)] 

es una matriz fundamental. ■ 

Teorema 7.4. _ 

La matriz e At es una matriz principal de x ' = Ax. 

Demostracion: en efecto, e At es solucion de X' = AX ya que 

^e At = Ae M 
dt 

y por cl teorema anterior e At es una matriz fundamental, ademas, 

e At = I + At + A 2 f - + ..., 

y para t — 0 se tiene que e A() = I. ■ 

Teorema 7.5. _ 

Sean X(t) y Y(t ) dos matrices fundamentals de x ' = Ax, entonces existe 
una matriz constante C nxn tal que Y(t ) = X(t)C. 


Demostracion: como 

X(t) = [ali (t ),..., x n (t)] es fundamental 
entonces X\,... ,x n son linealmente independientes. Similarmente como 
Y{t) = [yi,... ,y n ] es fundamental 
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entonces y ±,..., y n son linealmente independientes. 

Como x n es una base, entonces cada yi se puede expresar como una 

combination lineal de esta base, es decir, 


yi = Cu xi + ... + C ni x n = [xi(t ),..., x n (t)] 


para i — 1,..., n, luego 


Y(t) = [yi, ■ ■ ■ ,y n ] = ■ ■ -,x n (t)] 


= x a, 


donde 


El siguiente teorema nos permite hallar una matriz exponencial, cono- 
ciendo una matriz fundamental. 

Teorema 7.6. _ 

Sea X (■ t) una matriz fundamental de x ' = Ax entonces 

e At = X(t)X~\ 0). 


Demostracion: sea X(t) una matriz fundamental y como e Al es matriz 
fundamental (principal), entonces, existe 

C nxn tal que e At = X(t)C 

Para t = 0 =► e ot = I = X(0)C => C = A -1 (0). Luego e At = X(t)X~\ 0). 


Ill 

Ejemplo 5. Hallar e At para A = 0 3 2 

0 0 5 
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Solution : para hallar e At debemos resolver cl sistema 

'ill' 

x' — 0 3 2 x 

0 0 5 

para cllo hallamos los valores propios, que en este caso son: A = 1, A = 
3, A = 5 

' i 1 [ 1 

Para A = 1 =>• V\ — 0 =>- Xi(t) — e* 0 

0 J [ 0 

" i 1 [1 

Para \ = 3 => v 2 = 2 =>- x 2 (t) = e 3t 2 

0 J [ 0 


Para A = 5 u 3 = 2 =>• x 3 (t) = e 5t 2 = 2e 5 * 

2 2 2e 5t 



y por Teorema 7.2 x\(t), x 2 (t), x 3 (t) son linealmente independientes. 

g <t 

Luego X(t) = 0 2e 3t 2e 5t es la matriz fundamental. 

0 0 2e 5t 



'111' 


'1-1 0 

Luego X (0) = 

0 2 2 

=► x-^o) = 

0 1 -1 


0 0 2 


.0 0 1 _ 


Luego 

' e t e 3 1 e 5t 1 I" 1 — | O' 

e At = X(t)X~ 1 ( 0) = 0 2e 3 * 2e 5t 0 \ 

0 0 2e 5t \ [ 0 0 \ 

~ t _e^_ I _ e^_ , e^_ 1 

e 2 ' 2 2 ' 2 
= 0 e 3t —e 3t + e 5t 

0 0 e 5t 
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7.3.1. Ejercicios y problemas: 

En los ejercicios 1., 2., 3., hallar la solution general para x ' = A x 
y con el Wronskiano comprobar qne los vectores solution son lincalmente 
independientes y luego hallar e At . 


1. A = 


8 -3 
16 -8 


(Rta.: x(t) = Ci 


?At _ 2 


3„4 1 l„-4 1 


2e - 2e~ 


e 4t + ^ 


— |e 4t + |e _4 * 

— |e 4t + \e~ At 


2 . A = 


12 -15 
4 -4 


(Rta.: a;(i) = Cj 


e 2t + C 2 


_ 2 


S p 2t I 15^2^ 15 p 6t 

_l_ 2 e 


-e 2t + e 6t 


5 p 2£ 3 p 6t 

2 e 2 C 


3. A = 


4 5 

-4 -4 


(Rta.: x(t) = Ci 


cos 2 t - 


sen2t] + C 2 [ 2 cos2t+ 


sen 2t \, 


e Af _ 


cos 2t + 2 sen 2t 
—2 sen 2 1 


| sen 2 1 

cos 2t — 2 sen 2 1 


En los ejecicios 4., 5., 6., 7. hallar la solution general para x ' — A x y con 
el Wronskiano comprobar que los vectores solution son linealmente indepen¬ 
dientes 

'10 O' 

4. A = 2 1 -2 


(Rta.: x(t) — Ci —3 e t + C 2 e t [ 1 cos2 1— 0 sen 2t] 


+ C 3 e*[ 0 cos2t+ 1 sen 2t ]) 
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5. x' = 


-2 1 
-1 -4 


(Rta.: A = —3(mult.2),vector propio v 
C 2 t)e^ 3t ,x 2 (t) = (-Ci - C 2 t)e~ 3t ) 


— [1 — 1 ] T , Xi(t) — (Ci + C 2 + 


"-3 0 -4 

6 . x ' — —1 —1 —1 x 

1 0 1 

(Rta.: A = —1 (mult.3) defectuoso, Xi(t) 
(Ci — C 2 + C 2 t — C 3 t + |C 3 f 2 )e t , x 3 (t) 


(—2C 2 +C 3 —2C 3 f)e t ,x 2 (t) 
(C 2 + C 3 t)e *) 


7. A = 


0 1 
-4 4 


(Rta.: x(t) = Ci * e 2t + C 2 1 e 2t ) 


l 3 

8. Hallar la matriz fundamental del sistema tx ' — ^ x (Ayuda: 

haga x = t x k, donde k es un vector constante y t > 0 y halle A) 

> 4 a/ 2 " 

(Rta.: X(t) — ) 


2 — 2 

9. Hallar la solution general vectorial del sistema tx' — ^ ^ x (Ayu¬ 

da: haga x = t x k, donde k es un vector constante y t > 0 y halle A) 

- t 6 i r 2t 3 1 

(Rta.: x(t) = ci 6 + c 2 , 3 ) 


10. Sea P una matriz cuyas columnas son los vectores propios Vi, v 2 ,...,v n 
correspondientes a los valores propios distintos Ai, \ 2 ,...,\ n de la matriz 
A nxn , entonces en algebra lineal se puede demostrar que A = PDP -1 , 
"Ai 0 • • • O' 

0 A 2 ••• 0 

donde D = . demostrar que 

0 0 • • • An 


a) e tA = Pe tD P 1 
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b) Utilizando la definition de matriz exponencial, demostrar que 

e Xlt 0 
0 e A2 * 

0 0 

10. Si las matrices A y B conmutan, es decir, AB = BA demostrar que 
e ( A +B )t _ e At e Bt (Ayuda: utilizar la definition de matriz exponential). 
Con el resultado anterior mostrar que ( e At )~ L = e~ At 

7.4. VARIACION DE PARAMETROS 

En cl capitulo 4. vimos que la solution general de una E.D. lineal no 
homogenea tenia dos partes que eran Xh y x p y la solution general era x(t) = 
Xh + x p . Lo mismo nos sucede cuando tenemos una E.D. lineal vectorial no 
homogenea x ' = Ax + f(t), su solucion general es de la forma x = x^ + x p , 
donde Xh es la solucion a la homogenea asociada x ' = Ax y esta expresada 
por 

x h = c\X\ + c 2 x 2 H-h c n x n 

El objetivo en esta section es hallar la solucion particular x p de la ecuacion 
no homogenea, para ello utilizamos el metodo de variation de parametros, 
de la misma manera como lo hicimos en el capitulo 4. 

Consideremos la E.D. vectorial no homogenea: 

x' = Ax + fit). (7.25) 

Sean x\(t),... ,x n (t) las soluciones linealmente independientes de la ho¬ 
mogenea asociada, o sea que 

' C! ' 

x h (t) = C'ifi(t) + ... + C n x n (t) = [x[,x 2 , ■ ■ ■ ,x n ] \ = X(t)C 

. Cn . 

y variando los parametros C\ ,C 2l , C n tenemos 

Ui(t) 

x(t) = Ui(t)xi(t)+.. .+u n (t)x n (t) = [xi(t),x 2 (t), ■ ■ ■ iX*n(t)\ = Xu, 

Un{t) 
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la cual suponemos que es una solucion de x ' = Ax + f(t). 
Luego , x{t) = X(t)u(t), donde 


X(t) = [xi(t),... ,£„(t)] y u(t) = 


U n {t) 


Como 


x'(t) = -r- (X(t)u(t)) = X'(t)u(t) + X(t)u'(t), 
at 

Ax + f{t) = AX it) u(t) + f(t ) = X'(t)u(t) + fit) 


Sustituimos en (7.25) y cancelando, obtenemos: X(t)u'(t ) = f{t) 
Premultiplicando por A^ _1 (t) : u'(t) = A" _1 (t)/(t) 


u(t) = X 1 (t) f(t) dt + C, donde C — 


(7.26) 


luego 


£(t) = Xu = X{t) / A" _1 (t) f{t) dt + C = X{t) / X~\t) fit ) dt + A"(t)C 


como Xh(i) = A(t)C, entonces x), = A’(t) f X x (t) /(£) dt y la solucion gene¬ 
ral es 


x — Xh + — Xft)C + X(t) / X 1 (t)/(t)dt, 


(7.27) 


Para resolver el problema de valor initial: 
x'ft) = Ax it) + fit ) con xfto) = Xq, como 


x(t 0 ) =x 0 = Xit 0 )C + A ft 0 ) / X x (t) fit ) dt 
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despejando C = X 1 (to) ; ?o — f X 1 (t) f{t ) dt y sustituyendo en la solu- 

t=to 

cion general 


x — X(t) [x 1 (t 0 )x 0 ~ X 1 (t)f(t)dt +X(t) X 1 (t)f(t)dt — 


X(t)X~ 1 (t 0 )x 0 — X(t) / X~ l {t) fit) dt + X(t) / X~\(t)f(t)dt = 

j t=to J t. 

= X(t)X~ 1 (to)x 0 + X(t) [ X-\s)f(s)ds 

Jto 

en resumen, la solution al problema de valor initial es 


x(t) = X(t)X-\t 0 )xo + X(t) / X~ 1 (s)f(s)ds (7.28) 

Jto 


En particular si 


entonces 


X(t) = e At => X~\t) = e~ At => A -1 (t 0 ) = e~ At ° 


7 (t) = e At e At ° x^ + e^ e As f (s) ds 


o sea que 


;(t) = e A ^- to) x 0 A / e A(t ~ s) f{s)ds 


(7.29) 


Ejemplo 6. Utilizar (7.28) para resolver cl sistema: 


6 - 3 - , e fm 9 

x = 2 1 X+ 4 ’ = 4 


Solution : para resolver este ejercicio, utilizaremos el siguiente resultado 

del algebra lineal: ° ^ ^ ^ . 

to c d ad ~ bc -c a 


Los valores propios de la matriz A son: A = 3, A = 4 
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Los vectores propios linealmente independientes son: 



' 1' 


' 3 ' 

Vi = 

1 

, V 2 = 

2 


Las soluciones vectoriales linealmente independientes son: 
’ll p 31 ’ 

xi (t) = e 3t — 3t , x 2 (t) = e 4t v 2 = e 4t 


CO 

1_ 


1 

o 

CO 

1_ 

l- 

to 


2e 4 * 


Luego la matriz fundamental y su inversa en ter m in os de s son: 


X (t) = 


1 g e 4 t 


D 3t 


2e 


41 


X 


- 1 , 


s = 


-2e~ 3s 

^—4 s 


3e _3s 
— e _4s 


Pasos: a) hallemos: 

Pt 


X(t) / X 

J tg=0 


-1 


( s)f{s)ds = 


d 3 t 


D 3t 


= 3 1 

,3 1 


rt r 


'0 


3e 4i 
2e 4i 

3e 4t 
e“‘ 2e 4t 

2e 5t - 1 + 5e 2t - 6e 4t 
e 


—2e 2s + 12e -3s 
e s - 4e~ 4s 

e 2t — 4e~ 3t + 5 

e t _|_ e -4 1 _ 2 


= 5 * - 2 + 5e 3i - 4e 4 * 


= 5 


0 3t 
n 3 1 


3e 4t 

2e 4t 


+ 


2e 5t 

„51 


= 5x[(t) - 2x 2 (t) + x p 


Luego la solution particular es 


Xp 


b) Hallemos X(t) X 1 (0)aio 

3 1 q ^ 4 t 


3e 

0 31 2 e u 

De a) y b): 


-2 3 

1 -1 


9 

4 


2e st 

- 1 ' 

e 5 * ■ 

-2 

e 3t 

3e 4t 

e 3t 

2e 4t 


' e 3t 3e 4t ' 

f 

- _2e~ 3s 

CO 

CO 

1 

O 

CO 


r e 5 * 1 

e 3t 2e 4t 

L 

e~ 4s 

—e _4s 


1 

l_ 


ds 


-6 

5 


—6e 3t + 15e 4 * 
—6e 3 * + 10e 4t 


x(t) = X(t) X~ l (0) x 0 + X(t) I X 


-i, 


s) f(s ) ds = 


ds 
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—6e 3 * + 15e 4f 1 T 2e 5t - 1 + 5e 3t - Qe At 1 _ T -e 3t + 9e 4 * + 2e 5t - 1 ' 
—6e 3 * + 10e 4 * J + [ e 5t - 2 + 5e 3t - 4e 4t J ~~ [ -e 3t + 6e 4 * + e M - 2 


7.4.1. Ejercicios y problemas: 

1. Hallar la solucion particular {x p ) del siguiente sistema: 



, ~u\ _ j_ [666 - 120t - 575e _t - 91e 5t ' 

(Rta.: x[t) - 150 ^ 5gg _ m _ 575e _ t _ 13 g 5 i 


2 . 


Hallar la solucion particular {x p ) del siguiente sistema: 
[3 —2l [ 0 1 

rp ' - rp — 1 — 

2 3 e 3t cos2t 


(Rta.:x(t) = |e 3 


— 2t sen 2 1 
sen 2t + 2t cos 2t 


3. Hallar la solucion general del siguiente sistema: 

x' = 4y + 1, y' = —x + 2 (Ayuda: utilizar el resultado 7.27) 

(Rta.: x = — 2C\ cos 2 1 + 2C 2 sen 2t + 2; y = C 2 cos 2t + C'i sen 2t — |) 


4. Hallar la solucion general del siguiente sistema: 

x' = — y + t, y' — x — t (Ayuda: utilizar cl resultado 7.27) 

(Rta x = C i cost — C 2 sent + 1 + t; y — C 2 cos t + C\ sent — 1 + t) 


5. Sean <p\(t) una solucion de x ' = Ax + bi(t), (p 2 {t) una solucion de 
x ' = Ax + b 2 (t), ■ ■ ■ , (p‘ n {t) una solucion de x ' = Ax + b n (t). Demostrar 
que 

<Pi(t) + (f 2 (t) + ' ' • + 

es una solucion de 

x ' — Ax + bi{t) + b 2 (t) H-h b n (t). 

A este resultado tambien se lc llama principio de superposition. 
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6. Sea b(t) = Efcl 1 bke l ^ kt - (o sea una suma finita de entradas periodicas). 
Suponga que i(3k no es rafz de la ecuacion caracterfstica de A para 
k — 1, 2, • • • , m. Usar el principio de superposition del ejercicio anterior 
para mostrar que la solution x(t) de la ecuacion x ' = Ax+b(t ) se puede 
escribir en la forma 

m 

x(t ) = 

k =1 

7. Si las ecuaciones del movimiento de una partfcula de rnasa m que se 
mueve en el piano XY son 

m^ = g(t,x,y) 

donde / y g son las componentes en x y y de la fuerza que actua sobre la 
partfcula. Reemplazar este sistema de dos ecuaciones de segundo orden 
por un sistema de cuatro ecuaciones de primer orden. (Sugerencia: haga 
x — x, y — y, x' — v x , y' — v y , donde v x y v y son las componentes en x 
y en y de la velocidad). 

7.5. TRANSFORMADA DE LAPLACE PA¬ 
RA SISTEMAS 

Definicion 7.8. Si 

X\ (t) J 0 °° e~ st Xi (t) dt 

x(t ) = j £{x(i)}(s) d = X(s) — | 

x n (t) / 0 °° e~ st x n (t) dt 


Y si 



Mt) 


' F,( S ) ' 


fo° e st fi(t)dt 

m = 

_ fn(t) _ 

=► F(*) = £{f(t)}(s) = 

_ F n ( s ) _ 

— 

_ / 0 °° e- st f n (t) dt _ 


Sea cl P.V.I. x\t) = Ax(t) + f(t), x(0) = xq. Luego 

£{x'(t)}(s) = £{Ax(t) + f(t)j 

= A£{x(t)}(s) + £{f(t)}(s) 
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= AX(s) + F(s) (7.30) 

sXi(s) — xi(0) 

Pero £{x '(t)} = | | = sA(s) - x(0) 

£{x n '}(s) sX n (s)-x n ( 0) 

en (7.30): sX(s) - x(0) = AX(s) + F(s) 

Luego (si — A) X(s) = x(0) + F(s) = x 0 + F(s) 

Ejemplo 7. Resolver el problema de valor inicial. 


' 1 4 1 _ I" 1 1 i _ T 2 ' 

1 1 x+ 1 e, x(0)= 1 


£{x '}(s) 
sX(s) — x(0) 

(si- \ •' ) X(s) 

s — 1 -4 1 [ Ad(s) ' 

—1 s — 1 _ X 2 (s) 


l £{x}( 4 +[ \\ £{e‘!W 



(s — l)A4(s) — 4A' 2 (s) — 2 h-- 

■s — 1 

— Ai(s) + (s — l)AT 2 (s) = 1 H- — 

s — 1 

Resolviendo el anterior sistema para Ad(s), X 2 (s): 


VM = - 

1 11 1 

, + A Q + 
s — 1 4 s-3 

1 1 

4 s + 1 

XM = - 

11 11 1 

4s —1 + 8 s-3 

1 1 

8 s + 1 


xi(t) = £ 1 {AR(s)} 
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= -£- 




s + 1 


f 11 3* 1 -t 

= - e + T e + 4 e 
= £- 1 {X 2 {s)} 

4 \s-lj 8 \s-3j 8 l-s + 1) 

1 t 11 3t 1 _ t 
4 + 8 8 


7.5.1. Ejercicios y problemas: 

Usar la transformada de Laplace para resolver los siguientes sistemas de 

E.D. 


1. % = -x + y 

|=2x, x(0) = 0, 2/(0) = 1 

(Rta.: x(t) = —le -2 * + le f , y(t) = \e~ 2t + §e 4 ) 

2 . § = 2 y + e t 

f t =8x-t, x(0) = l, 2/(0) = 1 

fRta • r = 113 p 4t i t _ , _53_ -At _ 1 _53_ -At _ _8 t , 173 4t\ 

v v 192 c ~ 8 15 ' 320 ’ » 16 160 15 ~ 96 / 

3. d f t =x-2y 

f =5 x-y, x(0) = -l, 2 /( 0 ) = 2 

(Rta .: x — — cos 3t — | sen 3 1, y = 2 cos 3t — | sen 3t) 

4. Dos pesos de 96 libras y 64 libras se mneven horizontalmente en nna 
superficie lisa, cada resorte tiene k = fa = k 2 = 600. En t = 0 los 
resortes estan sin estirar y el de peso 96 tiene nna velocidad de 600 
pies/seg. alejandose del ninro y el otro esta en reposo. Encontrar las 
E.D. del movimiento y la posicion en cl tiempo t. (Ver Capitulo 4 figura 
4.16) 

(Rta.: = -fax + k 2 (y - x), m 2 ^ = -k 2 (y - x) 

x = 24 sen lOf + 6\/6 sen \/600t, y = 36 sen lOt — 6\/6 sen v^600f) 

5. Hallar las E.D. del sistema de resortes acoplados con constantes fa y k 2 
y masas m\ y m 2 respectivamente, como se muestra en la figura 4.14; 
resolverla con fa = k 2 = fa = 1, rn\ = m 2 = 1 y x(0) = 0, y( 0) = 
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0, .r'(0) = -1, //(()) = 1 

(Rta.: x = — \e l + |e _t , y = \e f — |e _t ) 

7.6. ANEXO CON EL PAQUETE Maple 

Ejemplo 8. Con cl paquete Maple, hallar la solution general y la solution que cum- 
ple la condition initial, del sistema: 
x\ = —Axi — x 2 
x' 2 = X\ — 2X2 
con xi(0) = 1, X 2 = 2 
Solution general: 

>sysl :=[diff(x(t),t)=-4*x(t)-y(t), diff(y(t),t)=x(t)-2*y(t)] 

sysl := [x' = —4 * x — y, y' = x — 2 * y\ 

>soll := dsolve(sysl); 

soli := {a; ( t ) = e _3t (_C1 + -C2 t ), y [t) = —e~ 3t (-C1 + 1 + _C2)} 

La solucion que cumplc la condition initial: 

>dsolve( {diff(x(t),t) =-4*x(t)- y(t), diff(y(t),t) = 
x(t)-2*y(t),x(0)=l, y(0)=2},{x(t),y(t)>); 

La solucion es 


{y(t) = -exp(-3 t) (-2 - 3 t), x(t) = exp(-3 t) (1-3 t)} 




CAPITULO 8 


INTRODUCTION A LA 
TEORIA DE ESTABILIDAD 


8.1. SISTEMAS AUTONOMOS, EL PLANO 
DE FASE 

Frecuentemente nos ocurre que no podemos resolver una E.D. analitica- 
mente y con mas frecuencia si la E.D. es no lineal, pero aunque no podamos 
resolverla explicitamente, si podemos analizar el comportamiento cualitati- 
vo de sus soluciones. Buscaremos esta information cualitativa a partir de la 
E.D., sin resolverla explicitamente. 

Estudiaremos en este capitulo sistemas de la forma 


dx 

dt 

dy 

dt 


F(x,y ) 
G(x,y) 


( 8 . 1 ) 


donde F y G son continuas y tienen primeras derivadas parciales continuas 
en todo el piano. 

El sistema (8.1) en el que la variable independiente t no aparece en F y en 
G se lc llama autonomo. 
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Por el Teorema A.7 (de Picard), si to es cualquier numero y (. xo,yo ) 
es un punto cualquiera del piano XY, entonces existe una linica solution: 


x = x(t) 

y = y(t) 


( 8 . 2 ) 


tal que x(t 0 ) = x 0 y y(t 0 ) = y 0 


Si x(t) y y(t) no son ambas constantes, entonces (8.2) son las ecuaciones 
parametricas de una curva en el piano XY, a este piano lo llamaremos el 
piano de fase y la curva solution la llamaremos una trayectoria del sistema 
y la denotamos por r(x(t),y(t)), la familia de trayectorias representadas en 
cl piano de fase la llamaremos el retrato de fase 



Por tanto, cada trayectoria viene representada por muchas soluciones que 
difieren entre si por una translation del parametro. Tambien cualquier tra¬ 
yectoria que pase por cl punto (xo,yo)’, debe corresponder a una solution de 
la forma (8.3) , es decir, por cada punto del piano de fase pasa una sola 
trayectoria, o sea, que las trayectorias no se intersectan. 


Nota: 

i) . La direction de t creciente a lo largo de la trayectoria dada es la misma 
para todas las soluciones que representan a esa trayectoria. Lina trayectoria 
T (x(t),y(t)) es por tanto una curva dirigida y en las figuras utilizamos flechas 
para indicar la direction de t creciente sobre las trayectorias. 

ii) . De lo anterior se concluye que para los sistemas x' = F{x, y), y' — G(x, y ) 
y x' — —F(x, y), y' — —G(x, y) los diagramas de fase son los mismos, excepto 
que la orientation en cada trayectoria se invierte. 

iii) . Para el punto (xo,yo) tal que 

(l ( j t = F{x o, y 0 ) = 0, y G(x 0 , y 0 ) = 0 
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se cumple que 

x(t) =x 0 y y(t) = y 0 

es tambien solution (solution constante), pero no la llamamos trayectoria. 

De las anotaciones anteriores se concluye qne las trayectorias cubren to- 
do el piano de fase y no se intersectan entre si, la unica exception a esta 
afirmacion ocurre en los pnntos (x 0 ,y 0 ), donde F y G son cero. 

Definition 8.1 (Punto Critico). Al punto (. x 0 ,y 0 ) tal que F(x 0 ,y 0 ) = 0 y 
G(x 0 ,y 0 ) = 0 se le llama un punto critico del sistema. 

Nota: en estos puntos la solution es unica y es la solution constante 
x(t) = xq y y(t) = yo . Como se dijo antes, una solution constante no define 
una trayectoria, asi qne por un punto critico no pasa ningnna trayectoria. 

Snpondremos qne todo punto critico (x 0 ,y 0 ) es aislado, es decir, existe 
un circulo centrado en (x 0 ,y 0 ) qne no contiene ningun otro punto critico. 


Vimos en el Cap. IV qne la E.D. del pendnlo amortignado (4.18) en la 
pagina 158 era 

d 2 6 c d6 g 
^ + m* + a Sell9 = ° 

Haciendo x = 6yy = 6'se obtiene el siguiente sistema autonomo no lineal 


x' = y = F(£y) 

1 c 9 \ 

y =- y -senx = Glx, y). 

m a 


Los pnntos (mr, 0) para n E Z son pnntos criticos aislados, ya qne F(mr, 0) = 
0 y G(mr , 0) = 0. Estos puntos (mr, 0) corresponden a un estado de movi- 
miento de la particnla de masa m en el qne tanto la velocidad angular y — ^ 
y la aceleracion angular se anulan simultaneamente, o sea que la 

particula esta en reposo; no hay fuerza qne actne sobre clla y por consigniente 
esta en equilibrio. Por esta razon en algnnos textos a los pnntos criticos tam¬ 
bien los Hainan pnntos de equilibrio. 


Como x'(t) = F(x,y) y y'{t ) = G(x,t) son las componentes del vec¬ 
tor tangential a las trayectorias en el punto P(x,y), consideremos el carnpo 
vectorial: 


V(x, y) = F{x, y)i + G(x, y)j 
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Figura 8.1 

doiide § = F(x, y) y § = G(x,y) 

En P(x,y ) las componentes de V(x,y) son F(x,y ) y G(x,y ) (ver figura 8.1). 
Como ^ — F y ^ — G, entonces t? es tan genie a la trayectoria en P y 
apunta en la direction de t creciente. 

Si t es cl tiempo, entonces V es cl vector velocidad de una particula que se 
mueve sobre la trayectoria. Asi el piano de fase esta lleno de particulas y cada 
trayectoria es la traza de una particula precedida y seguida por otras sobre 
una misma trayectoria. Esto es lo que ocurre en un fluido en movimiento 
y como el sistema es autonomo entonces V(x, y ) no carnbia con cl tiempo, 
por esta razon al movimiento del fluido se lc llama estacionario; los puntos 
criticos Q, R, S son puntos de velocidad cero, donde las particulas se hallan 
en reposo (puntos estacionarios del fluido). 

De la figura se extraen las siguientes caracteriticas: 

1. Los puntos criticos. 

2. La disposition de las trayectorias cerca de los puntos criticos. 

3. La estabilidad o inestabilidad de los puntos criticos, es decir, si una 
particula proxima a un punto critico permanece cerca de cl o se aleja 
hacia otra zona del piano. 

4. Las trayectorias cerradas como la T, corresponden a soluciones periodi- 


cas. 
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Como en general los sistemas no lineales no pueden resolverse explfci- 
tamente, el proposito de la teorfa cnalitativa que desarrollaremos en este 
capftulo es descubrir todo cuanto sea posiblc acerca de los diagramas de fase 
a partir de las fnnciones F y G. 


8.1.1. Ejercicios y problemas: 

1. Describir el diagrama de fase del sistema: x' = 0, y' — 0. 

(Rta cada punto del piano de fase XY es pnnto crftico, no hay tra- 
yectorias) 

2. Describir el diagrama de fase del sistema: x' = x, y' = 0. 

(Rta.: todos los puntos del eje Y son pnntos crfticos. Las trayectorias 
son semirrectas horizontales con direccion hacia la derecha o hacia la 
izqnierda). 

3. Describir el diagrama de fase del sistema: x' = 1, y' = 2. 

(Rta no hay puntos crfticos, las trayectorias son rectas de pendiente 
2 con direccion hacia la derecha y ascendiendo) 

4. Describir el diagrama de fase del sistema: x' = —x, if = —y. 

(Rta punto crftico (0, 0), las trayectorias son todas las semirrectas de 
cualquier pendiente con direccion hacia el origen) 

5. Hallar los puntos crfticos de 

a) x" + x 1 — ( x 3 + x 2 — 2x) =0, b) x’ = y 2 — hx + 6, y' = x — y 
(Rta.: a) (-2, 0), (0, 0), (1, 0), b) (2, 2), (3, 3)) 

6. Dado el sistema no autonomo x — x\ y' — x + e*. Hallar la solucion 
general y luego dibujar las trayectorias orientadas en el piano de fase. 
(Rta.: x = Cie*, y = C 1 e t + e t + C' 2 ) 


7. En los siguientes sistemas no lineales i) Hallar los puntos crfticos, ii) 
Hallar la E.D. de sus trayectorias. iii) Resolver la E.D., iv) Esbozar 
varias trayectorias indicando su direccion. 
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a) x' = y(x 2 + 1), y' — 2 xy 2 , b) x' = y(x 2 + 1), y' — —x(x 2 + 1), 
c) x' = e y , y' = e y cosx, d) x' = —x, y' = 2 x 2 y 2 

(Rta.: a) i) Todos los puntos del eje X, ii) ^ iii) y = c(x 2 + 1), 

b) i) (0, 0), ii) ^ iii) a: 2 + y 2 = c 2 , c) i) No hay puntos criticos, 

ii) ^ = cosa:, iii) y = sen a: + c, d) i) Todos los puntos del eje Y, ii) 
% = —2xy 2 , iii) y=^ c jy = 0) 


8.2. TIPOS DE PUNTOS CRITICOS, ES- 
TABILIDAD. 


Consideremos el sistema autonomo: 


dx 

dt 

dy 

dt 


F(x,y ) 

G(x,y) 


(8.4) 


donde F y G son continuas, con derivadas parciales continuas en el piano de 
fase XY. 

Sea (x 0 , y 0 ) un punto critico aislado de (8.4). Si r(x(t), y{t )) es una trayectoria 
de (8.4), decimos qne Y tiende a (x 0 ,yo), cuando t —>■ oo (o t —>■ — oo), si 


lhn x(t) = xo 

t—¥ =boo 


lim y(t) = y 0 

t—>± OO 


(8.5) 


Nota: si se cumplc (8.5), entonces (xo,yo) es punto critico de (8.4), 
ademas, si 

lhn -^-7 -— : existe o es igual a ± oo, 

t ->±oo x(t) - X 0 

entonces se dice qne Y “entra”al punto critico (xo,yo) cuando t —> oo o 
t —> —oo. Esto significa qne la recta qne une (xo,yo) con P(x,y) tiene una 
direccion deterrninada cuando t —> oo o t — > — oo. 


Eliminando t tenemos qne : pendiente de la recta tangente a 

la trayectoria de (8.4) en (x, y) cuando F y G no se anulan simultaneamen- 
te; cuando F j G se anulan simultaneamente, (x 0 ,y 0 ) es un punto critico y 
ningnna trayectoria pasa por cl. 
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8.2.1. TIPOS DE PUNTOS CRITICOS. 

Sin perdida de generalidad supondremos que el punto (0, 0) es un critico. 
1. Nodos. (ver figura 8.2 y 8.3) 




nodo propio o nodo estrella nodo impropio 

asintoticamente estable asintoticamente estable 

Figura 8.2 

Se distinguen dos tipos de nodos: nodos propios y nodos impropios. 

a) . Los nodos propios : en estos el retrato de fase esta formado por 
semirrectas donde todas entran (o todas salen) del punto critico, se lc 
llama tambien nodo estrella. Cuando las trayectorias tienden al punto 
critico (sea nodo u otro tipo de punto critico) cuando t —* oo, se dice 
que es un sumidero y cuando salen de el, o sea cuando tienden al punto 
critico cuando t —> —oo, se dice que es una fuente. 

b) . Nodo impropio: a un punto de este tipo tienden e incluso entran 
las trayectorias cuando t —> oo (6 t —> —oo ). Para este nodo existen 
cuatro trayectorias en forma de semirrectas con extremos en cl origen. 
Todas las dernas trayectorias tienen el aspecto de rarnas de parabola y 
al tender hacia el origen sus pendientes tienden a la pendiente de una 
de las semirrectas. 
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y 


X 


nodo propio o nodo estrclla 
inestable 

Figura 8.3 

Ejemplo 1. Consideremos el sistema siguiente | = iy | = —x + 2 y 
entonces ( 0 , 0 ) es punto critico. 

La solution general es x = C\ e 4 , y(t) = C\e t C 2 e 2t . 

Cuando C\ = 0 x = 0 y y = C 2 e 2t esto implica que la trayectoria 
es el eje Y positivo si C 2 > 0 y cl eje Y negativo si C 2 < 0 y cada 
trayectoria tiende y entra al origen cuando t — 00 . 

Si C 2 = 0 entonces x(t ) = C\ e t y y = C\ e* y la trayectoria es la se- 
mirrecta y = x con s > 0 y dj > 0 , o tambien es la semirrecta y = x 
con x < 0 y C\ < 0. En estos dos casos ambas trayectorias tienden y 
entran al origen cuando t => — 00 . 

Cuando C\ ^ 0 y C 2 7 ^ 0, las trayectorias estan sobre las parabolas 
y = x + x 2 qne entran al origen con pendiente 1. Debe entenderse 
que estas trayectorias constan solo de una porcion de la parabola, la 
parte con x > 0 si C\ > 0 y la parte x < 0 si C\ < 0. 


nodo impropio 
inestable 




Observese que ^ = x + 2y : pendiente de la tangente a la trayectoria qne 
pasa por ( x,y ) ^ (0,0); resolviendo la E.D. encontramos y = x + Cx 2 
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Figura 8.4 Nodo impropio, inestable 


que son las curvas (parabolas) sobre las que se apoyan las trayectorias, 
excepto las que estan sobre cl eje Y (Ver figura 8.4). 



El origen es un punto de silla si el retrato de fase muestra que a es- 
te punto tienden y hacia cl entran dos semirrectas con extremos en cl 
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origen cuando t —> oo y hay otras dos semirrectas que salen del origen 
cuando t oo. Entre estas cuatro semirrectas hay cuatro regiones, las 
cuales contienen una familia de trayectorias en forma de hiperbolas; 
estas trayectorias no tienden hacia origen cuando t —> oo, sino que son 
asintoticas a alguna de las semirrectas cuando t —* oo (figura 8.5) 

3. Centros (o vortices) (ver figura 8.6) 



Figura 8.6 Centro {testable) 


Es un punto crftico que esta rodeado por una familia de trayectorias 
cerradas . Ninguna trayectoria tiende a cl cuando t —» ±cxd. 

Ejemplo 2. Consideremos el sistema 

dx dy 

— = —y, — — x. 

dt dt 

Entonces (0, 0) es el unico punto crftico. 

Su solucion general es : 


x = —Ci sen t + C '2 cos t 


y = C\ cos t + C 2 sen t 
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y 



Figura 8.7 Centro (establc) 


La solucion (o trayectoria) que satisface las condiciones iniciales x(0) = 
1 y y(0) = 0 es 

x = cost y = sent 

Y la solucion determinada por x(0) = 0 y y(0) = 1 es 

x = — sen t = cos (t + — j 

y = cost = sen ^t + — j 

Estas dos soluciones diferentes definen la misma trayectoria T, es decir, 
la circunferencia: x 2 + y 2 = 1. 

En arnbos casos la direccion del recorrido es en sentido contrario a las 
agujas del rcloj. 

Eliminando t del sistema, tenemos que ^ = — | cuya solucion es 
x 2 + y 2 = R 2 que es una familia de circunferencias en cl piano de 
fase xy, pero sin direccion de recorrido. En este caso (0,0) es un cen- 
tro(ver figura 8.7). 
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Figura 8.8 Foco o espiral (asintoticamente estable) 


4 Focos. (ver figura 8.8) 

Un punto critico se llama foco o punto espiral si el retrato de fase rnues- 
tra que hacia el tienden (o salen de el) las trayectorias de una familia 
que gira en forma espiral un numero infinito de veces cuando t —> ±oo. 
Notese que aunque las trayectorias tienden al origen, no entran a el en 
una direction determinada, es decir, 

,, dy 

Inn — no existe 
t^±oo dx 


Ejemplo 3. Sea a una constante arbitraria y consideremos el sistema: 


dx 

— — ax — y 

dt y 

dy 

— = x + ay 

dt y 


( 8 . 6 ) 


entonces (0,0) es cl unico punto critico. 
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La E.D. dc las trayectorias es 

dy x + ay 
dx ax — y 

Pasemos a coordenadas polares: x = r cos 0 y y = r sen 6 como 
r 2 = x 2 + y 2 y 6 = tan -1 -, entonces 


r— = x + y— 
dx dx 


2 dd dy 

r — = x-- y 

dx dx 


Luego (8.7) queda asi: ^ = ar => r = Ce ad es la ecuacion polar de las 
trayectorias. 

La direction del recorrido se puede deducir del hecho que ^ = — y 
cuando x — 0. 

Si a = 0 entonces el sistema (8.6) colapsa en el sistema: 



dy 

dt 


( 8 . 8 ) 


y se convierte en r = c, que es la ecuacion polar de la familia de 
circunferencias 

2,2 2 
x + y = c , 

de centro en cl origen y en este caso decimos que cuando el parametro 
a = 0 se ha producido una bifurcacion, a este punto lo llamamos punto 
de bifurcacion, en esencia es un punto donde las soluciones cambian 
cualitativamente de estables (o asintoticamente estables) a inestables 
o viceversa (Ver figura 8.9 ). 


Definition 8.2 (Estabilidad). Supongamos por conveniencia que (0,0) es 
un punto cntico del sistema 

^ = F(x,y) — G(x,y) 

dt v dt v 

Decimos que (0,0) es un punto cntico estable si para cada R > 0 existe 
un r > 0 con r < R, tal que toda trayectoria que esta dentro del ci'rculo 
x 2 + y 2 = r 2 , para algun t — t 0 , permanece en el circulo x 2 + y 2 = R 2 para 
todo t > to, es deck , si todas las trayectorias que estan suficientemente cerca 
a 1 punto cntico permanecen cercanas a el (ver figura 8.10). 
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a<0 a = 0 a > 0 

a) Asint. establc b) Estable c) Inestable 


Figura 8.9 Bifurcation 

Definicion 8.3 (Asintoticamente Estable). Si es estable y existe un 
circulo x 2 + y 2 = Tq, tal que toda trayectoria que esta dent.ro de el para 
algun t = to, tiende a 1 ongen cuando t —> oo. 


Definicion 8.4. Si el punto cnt.ico no es estable, diremos que es inestable. 



Figura 8.10 
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Los nodos de la figura 8.3 y 8.4, el punto de silla de la figura 8.5, el foco 
(o espiral) de la figura 8.9 c) son puntos inestables. 

Los centros de la figuras 8.6 y 8.7 son estables, pero no asintoticamente 
estables. 

Los nodos de la figura 8.2, el foco (o espiral) de la figura 8.8 y 8.9a) , son 
asintoticamente estables. 

8.2.2. Ejercicios y problemas: 

Para los siguientes ejercicios determine el tipo de punto crftico que es 
( 0 , 0 ) y diga si es asintoticamente estable, estable o inestable: 

1 *f = - 2 x +y> ft= x ~ 2 y 

(Rta: Nodo asintoticamente estable (o sumidero).) 

2 . % = 4x-y, f,=2x + y 

(Rta: Nodo impropio inestable (o fuente).) 

3. ^ = x + 2y, d J=2x + y 

(Rta: Punto de Silla inestable.) 

*-% = 3x + y, %=5x-y 
(Rta: Punto de Silla inestable.) 

= $ = 2x-3y 

(Rta: Nodo asintoticamente estable (o sumidero).) 

6 - £ = 5*-3j,, %=3x-y 

(Rta: Nodo inestable (o fuente).) 

7. % = 3x-2y, d f t =ix-y 

(Rta: Punto espiral inestable (es una fuente).) 

8. % = x~3», i = 6x-5y 

(Rta: Punto espiral asintoticamente estable (es una sumidero).) 

»• % = 2x-2y, %=ix-2y 

(Rta: Centro estable.) 

f = *-2y, % = 5x-y 

(Rta: Centro estable.) 


10 . 
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8.3. PUNTOS CRITICOS Y CRITERIOS DE 
ESTABILIDAD PARA SISTEMAS LI- 
NEALES 


Consideremos el sistema: 

dx 

— = cl-lx + hy 

7 (8.9) 

dy v ' 

— = a 2 x + b 2 y 
dt 

El cual tiene a (0, 0) como punto critico. Supondremos de aliora en adelante 


0,1 f 1 = ciib 2 - bici 2 ^ 0 
a 2 b 2 

Por tanto, (0,0) es el unico punto critico. 

El sistema (8.9) tiene una solution no trivial de la forma: 


( 8 . 10 ) 


x\(t) = e 


— 


, x 2 (t) = e 


— „ m 2 1 


donde mi }2 son rafces distintas de la cnadratica: 

m 2 — (ai + b 2 )m + [aib 2 — a 2 bi) = 0 

qne se conoce como ecnacion caracaterfstica del sistema y 


( 8 . 11 ) 

Ai A 2 
B! ’ B 2 


son los vectores propios asociados a los valores propios mi >2 . La condi¬ 
tion (8.10) implfca que m 7 0. 


ii). O de la forma 
£i (t) = e™ 


, x 2 (t) = e mt [ 1 +t = 


Ai + At 
B 1 + Bt ’ 


si m es una rafz de multiplicidad dos de la ecuacion caraeteristica 
m 2 — (ai + b 2 )mn + (a\b 2 — a 2 b\) = 0. 


es el vector propio asociado a m y 


generalizado de rango dos de m. 


es el vector propio 
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Teorema 8.1 (Caracterizacion de la naturaleza del punto critico). 

Sean rn i y m 2 tis rai'ces de (8.11). La naturaleza del punto critico esta de- 
terminada por est.as raices. 

Casos Principals: 

CASO A: Si las raices m\ y m 2 son reales, distintas y del mismo signo, 
entonces es un nodo . 

CASO B: Si las raices mi y m 2 son reales, distintas y de signos opuestos, 
entonces es un punto de sill a. 

CASO C: Si las raices rn i y rn 2 son complejas conjugadas pero no imagina- 
rias puras, entonces es un foco . 

Casos Frontera : 

CASO D: Si las raices rn \ y m 2 son reales e iguales, entonces es un nodo . 
CASO E: Si las raices rn\ y m 2 son imaginarias puras, entonces es un 
centro. 


Demostracion: CASO A: si las raices rn i y m 2 son reales, distintas y del 
mismo signo, entonces (0, 0) es un nodo . 



Demostracion: supongamos que m i < m 2 < 0. 
Sabemos que la solution del sistema 8.9 es: 

x = CiAx e mit + C 2 A 2 e m2t 
y = C 1 B 1 e mit + C 2 B 2 e m2t 


( 8 . 12 ) 
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donde los vectores 


p m 1* v A' 2 P m 21 

B { y B 2 


son linealmente independientes, por lo tanto ^ ^ ^ y las C \, C 2 son cons- 
tantes arbitrarias. 

Analicemos los coeficientes C'i y C 2 
1.) Si C 2 = 0, entonces 


x = C\Ai e mit , y = C X B X e mit 


(8.13) 


en este caso: 

a) . Si C\ > 0, entonces (8.13) representa una trayectoria que consiste en la 
semirrecta A x y = Bix con pendiente ^ 

b) . Si C 1 < 0, entonces (8.13) representa una trayectoria que consiste de la 
otra semirrecta opuesta a la anterior. 

Como mi < 0, entonces ambas semirrectas tienden a (0,0) cuando t —> 00 y 
corno | entonces ambas semirrectas entran a ( 0 , 0 ) con pendiente 

2 ). Si C\ = 0, entonces 

x = C 2 A 2 e m2t , y = C 2 B 2 e m2t (8.14) 


Similarmente (8.14) representan dos semirrectas de la recta A 2 y = B 2 x 
con pendiente ^|, las cuales tienden a ( 0 , 0 ) cuando t —> 00 y entran a cl con 
pendiente 


3). Si C\ ^ 0 y C 2 7 ^ 0, entonces ( 8 . 12 ) representa trayectorias curvas; 
como mi < 0 y m 2 < 0 , entonces estas trayectorias tienden a ( 0 , 0 ) cuando 
t —> 00 , ademas, como 

mi — m 2 < 0 

y 

y _ C 1 B 1 e mit + C 2 B 2 e m2t _ Q ^ k e ( mi " m2 A + B 2 
x ~ C 1 A 1 e mit + C 2 A 2 e m2t ~ e (mi-m 2 )t + a 

entonces, ^ —>■ ^ cuando t —)■ 00 , asi que las trayectorias entran a ( 0 , 0 ) con 
pendiente De acuerdo a lo analizado (0,0) es un nodo impropio y es, 
como lo veremos mas adelante, asintoticamente establc (Ver figura 8.11). 


Si m 1 > m 2 > 0, la situation es exactamente la misrna, excepto que las 
trayectorias salen de ( 0 , 0 ) cuando t —> 00 , las flechas son al contrario del 
caso anterior, ( 0 , 0 ) es un nodo impropio inestable. 
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Figura 8.12 Punto de silla (inestable) 


CASO B: si las rafces rn\ y m 2 son reales, distintas y de signos opuestos, 
entonces (0,0) es un punto de silla (ver figura 8.12). 

Demostracion: supongamos que rrii < 0 < m 2 . 

La solucion general de (8.9) es de la forma (8.12), corno en cl CASO A se 
tienen cuatro trayectorias en forma de semirrectas opuestas; un par de semi- 
rrectas opuestas representadas por (8.13) con m 1 < 0, que tienden y entran a 
(0, 0) cuando t —> 00 y el otro par de semirrectas opuestas representadas por 
(8.14) con m 2 > 0 las cuales tienden y entran al origen (0, 0) cuando t —» — 00 . 

Si C\ ^ 0 y C 2 ^ 0, la solucion general (8.12) representa trayectorias 
curvas, pero como m\ < 0 < m 2 , entonces ninguna de cllas ticnde a (0, 0) 
cuando t —> 00 6 t —> «oo. En lugar de esto una trayectoria es asintotica 
a una de las semirrectas de (8.14) cuando t —* 00 y asintotica a una de las 
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semirrectas de (8.13) cuando t —> —oo, en efecto, como m2 > rn 1 


„ y „ C\B\ e mit + C 2 B 2 e m2t 

Inn - = lim ——--- —- -- 

00 x <->oo (P1A1 e mit + (P2A2 e m2t 


C1B1 _|_ d 

I1111 ——- 

t —100 PlAi e (mi-m 2 )t _|_ 


B 2 

A2 


„ y „ CiSx e mi * + C 2 .B 2 e m2t „ c (m * "' l) ' 

lim — = lim -= hm ---= — 

i—1—00 x t—00 ( 7 i Ai e mi * + C2A2 e m2t t—00 A + P2A2. e (m 2 —m\)t a 

Ci 

luego (0, 0) es un punto de silla y es inestable . 

CASO C: si las rafces mi, m2 son complejas conjugadas pero no imagi- 
narias puras, cl pnnto critico es un foco (o punto espiral). 


Demostracion: mi, m2 son de la forma a ± hi . donde ay b son reales no 
nulos. En este caso cl discriminante de 8.11 es negativo y por tanto 

D = (ai + 62 )^ — 4(ai&2 — 02 & 1 ) = (01 — ^ 2) 2 + 4a2&i < 0 (8.15) 

Suponiendo que al valor propio A = a + ib esta asociado cl vector propio 

^ ^ _ ’ Ai ] 

V = Vi + IV 2 = D + l 
-£>1 

entonces la solution general es de la forma 

x = e at [Ci(Ai cos bt — A 2 senbt) + C 2 (Ai sen bt + A 2 cos bt)\ (8.16) 


y = e at [Ci(Bi cosbt — B 2 sen&t) + C 2 (5i senbt + B 2 cos&t)] (8.17) 
donde C\ y C 2 son parametros. 

Si a < 0 entonces x —> 0 y y —> 0 cuando t —> 00, o sea que todas las 
trayectorias tienden a (0,0) cuando t —> 00 y por tanto (0,0) es asintotica- 
mente estable. 

Probemos que las trayectorias no entran a (0, 0) cuando t —> 00 , sino que 
giran alrededor de el en forma de espirales. 

Para cllo utilicemos coordenadas polares y mostremos que a lo largo de 
cualquier trayectoria, el signo de ^ no cambia para todo t. 
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a < 0 a < 0 

0,2 > 0 Ci2 < 0 


Figura 8.13 Focos (asintoticamente establcs) 

Sabemos que 

6 = tan -1 — 
x 

dt x 2 + y 2 

y usando (8.9): 

dO x ( a, 2 X + b 2 y) — y (a\x + b±y) CL 2 X 2 + (b 2 — ai)xy — b\y 2 
dt x 2 + y 2 x 2 + y 2 

Como estamos interesados solo en soluciones que representan trayectorias, 
suponemos x 2 + y 2 ^ 0. 



(8.19) 
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ya que si ^ = 0 , entonces a 2 a; 2 + (& 2 — ai)xy — b\y 2 = 0 , o sea, 

a 2 (~) +(b 2 -a 1 )--b 1 = 0 

\yj y 

ecuacion cuadratica cuyo discriminante es 

( b 2 - ai) 2 + 4a 2 6i = D < 0 

segiin (8.15); por lo tanto | es numero complejo, lo cual es absurdo porque 

- es numero real. 
y 

De la continuidad de de (8.18) y de (8.19) se concluye que ^| > 0 
cuando a 2 > 0 y 61 < 0 . 

Similarmente, si a 2 < 0 y b\ > 0 entonces ^ < 0. 

En conclusion 6(t) es una una funcion siempre creciente para todo t o 
siempre decreciente para todo t, luego no entra al origen. 

Por (8.16) y (8.17): x y y cambian de signo infinitas veces cuando t —> 00 , 
es decir, todas las trayectorias giran en espiral alrededor del origen en sentido 
contrario a las agujas del reloj si a 2 > 0 y en sentido horario si a 2 < 0. Luego 
cl punto critico es un foco asintoticamente estable (Ver figura 8.13). 

Si a > 0: el analisis es cl misrno, salvo que las trayectorias tienden a (0, 0) 
cuando t —* — 00 y cl punto critico es inestable. 

CASO D: si las raices rn 1 y m 2 son reales e iguales, cl punto critico ( 0 , 0 ) 
es un no do. 


Demostracion: supongamos que rn 1 = m 2 — m < 0. 

Dos casos: 

i) . ai = 5 2 7 ^ 0 y a 2 = 61 = 0 

ii) . Todas las demas posibilidades que conducen a una raiz doble. 


i). Si Gp = b 2 = a ^ 0 entonces la ecuacion caracteristica (8.11) se 
convierte en m 2 — 2 am + a 2 = 0 y por tanto m — a con multiplicidad dos y 
cl sistema de E.D. queda convertido en el sistema desacoplado siguiente 
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Es claro que su solution general es 


x = C x e m \ y = C 2 e r ‘ 


( 8 . 20 ) 


donde C\ y C 2 son constantes arbitrarias, eliminando el parametro t, obte- 
nemos 

x C, Ci 

- = — o sea que y = — x 
y C 2 C 2 

Las trayectorias definidas por (8.20) son semirrectas de todas las pen- 
dientes posibles y como m < 0, entonces estas trayectorias tienden y entran 
a (0, 0) cuando t —* oo, de donde (0, 0) es un nodo (llamado tambien nodo 
propio o nodo estrella) asintoticamente estable (ver figura 8.14). 

Si m > 0, tenemos la misma situation, excepto que las trayectorias entran 
a (0, 0) cuando t —> — oo, las flechas son al contrario, entonces es un nodo 
(nodo propio o nodo estrella) inestable. 

ii). Para raices repetidas sabemos de (7.24) en la pagina 272 que para 


el valor propio m esta asociado cl vector propio y cl vector propio 

ID 


( 8 . 21 ) 


generalizado de rango dos „ , por lo tanto la solution general es: 

p ij 

x = Ci A e mt + C 2 (Ai + At) e mt 


y = Ci B e mt + C 2 (Bi + Bt) e r 


(8.22) 
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donde C\ y C 2 son constantes arbitrarias. 


Cuando C 2 = 0, entonces x = Ci Ae mt ; y = C\B e mt . 

y 



Figura 8.15 Nodo impropio (asintoticamente estable) 


Sabemos que estas soluciones representan dos semirrectas de la recta 
Ay = Bx con pendiente ^ y como m < 0, ambas trayectorias tienden a 
(0,0) cuando t —> oo. Como - = entonces ambas trayectorias entran a 
( 0 , 0 ) con pendiente 

Si C 2 7 ^ 0, entonces ( 8 . 21 ) y ( 8 . 22 ) representan trayectorias curvas y como 
m < 0 , entonces estas trayectorias tienden a ( 0 , 0 ) cuando t —> oo. Ademas, 
como 

y _ C\ B e mt + C 2 (B 1 + Bt) e mt 
x ~ Ci A e mt + C 2 (Ai + At) e mt 

V = icT + Bl + Bt 
x ^ + Ai + At 

y b 

=>■-> — cuando t —> oo. 

x A 
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Luego, estas trayectorias curvas entran a (0,0) con pendiente 

A este nodo se lc llama nodo impropio (ver figura 8.15) y es asintoticamente 

estable. 

Cuando m > 0, observemos que tambien - —* ^ cuando t —* — oo, en 
este caso las trayectorias curvas salen del origen. En este caso la situation 
es la misrna excepto que las direcciones de las flechas se invierten y cl punto 
critico es un nodo (impropio) inestable. 

CASO E: si mi y m 2 son imaginarias puras, cl punto critico (0, 0) es un 
centro (ver figura 8.16). 



Figura 8.16 Centro (estable) 


Demostracion: m\ y m 2 son de la forma a ± ib con a — 0 y b ^ 0, luego 
por (7.12) en la pagina 262, 

x — Ci (Ai cos bt — A 2 sen bt) + C 2 (Ai sen bt + A 2 cos bt) 

y = Ci{Bi cos bt — B 2 sen bt) + C 2 (Bi sen bt + B 2 cos bt) 

Luego x(t) y y(t) son periodicas y cada trayectoria es una curva cerrada 
que rodea al origen, estas trayectorias son clipses, lo cual puede probarse 
resolviendo la E.D.: ^ = a2X ~^ 2y . 

ax a\x-\-oiy 

Luego (0, 0) es un centro estable, pero no asintoticamente estable. ■ 

Con lo demostrado en el teorema anterior, tambien queda demostrado el 
siguiente criterio de estabilidad. 
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Teorema 8.2 ( Criterio de estabilidad). 

El punto critico (0,0 )del sistema lineal (8.9) es estable si y solo si ambas 
raices de la ecuacion auxiliar (8.11) tienen partes reales no positivas, y 
es asintoticamente estable si y solo si ambas raices tienen partes reales 
negativas. 

Escribamos la ecuacion (8.11) de la forma siguiente: 

(m — mi)(m — m 2 ) = m 2 — (mi + m 2 )m + mim 2 = m 2 + pm + q = 0 

donde p = —(mi + m 2 ) = — (ai + b 2 ) y q = mim 2 = a\b 2 — a 2 bi. 

Luego los cinco casos anteriores se pueden describir en terminos de p y q y 
para ello utilizamos el piano pq (ver figura 8.17). 

El eje p (o sea q = 0), esta excluido ya que por (8.11) 


q = mi r m 2 = ai& 2 — a 2 bi ^ 0. 


Por tanto, toda la information la podemos extraer de mi j2 
Observando la figura vernos que: 


—P±VP 2 - 4 q 


2 


■ Por encima de la parabola p 2 — Aq = 0 se tiene p 2 — Aq < 0. Luego 
mi,m 2 son numeros complejos y estos son imaginarios puros si y solo 
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si p = 0; estos son los casos C y E de focos y centros. 


■ Por debajo del eje p se tiene q < 0 =>■ mi,m 2 son reales distintos y de 
signos opuestos, por tanto es un punto de silla o sea el caso B. 

■ La zona entre la parabola y el eje p (excluido este eje e incluyendo a 
la parabola), se caracteriza porque p 2 — 4g>0yg>0=» mi,m 2 son 
reales y del mismo signo y sobre la parabola mi = m 2 ; por tanto son 
nodos y son los casos A y D. 

■ El primer cuadrante excluyendo los ejes, es una region con estabilidad 
asintotica; cl eje positivo q corresponde a centros y por tanto es estable; 
cl segundo, tercero y cuarto cuadrante son regiones inestables. 

Teorema 8.3 (Criterio para estabilidad asintotica). 

El punto cntico (0,0) del sistema lineal (8.9) es asintoticamente estable si 
y solo si los coeficientes p = — (cq + b 2 ) y q = a\b 2 — a 2 bi, de la ecuacion 
auxiliar son ambos positivos. 


8.3.1. Ejercicios y problemas: 

En los siguientes ejercicios hallar los puntos criticos: 

!• f = 3 x-y, § =x + 3y 

(Rta: (0,0)) 

2. f = 3x - 2 y, f t =4x-3y + l 
(Rta: (2,3)) 

3. § = 2 x-xy, f = xy- 3 y 
(Rta: (0,0) y (3,2)) 

4 - f = 2/» ft =~senx 

(Rta: todos los puntos de la forma (■ rnr , 0), donde n es un entero.) 

Determinar que tipo de punto critico es cl origen del sistema dado e 
investigue cl tipo de estabilidad de cada uno: 

5. % = -2x + y, % = x-2y 

(Rta: cl origen es un nodo asintoticamente estable (es un sumidero).) 
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6- f t =x + 2y, % = 2x + y 

(Rta: el orfgen es un punto silla inestable.) 

7. %=x-3y, % = dx-5y 

(Rta: cl orfgen es un foco o punto espiral asintoticamente estable (es 
un sumidero).) 

8. %=x-2y f=4x-2» 

(Rta: el orfgen es un foco asintoticamente estable (es un sumidero).) 
9-f = 3x —2; y, %=4x-y 

(Rta: cl orfgen es un foco o punto espiral inestable (es una fnente).) 


8.4. CRITERIO DE ESTABILIDAD POR EL 
METODO DIRECTO DE LIAPUNOV 


Consideremos el sistema autonomo 


dx 

dt 

dy_ 

dt 


F(x,y) 

G(x,y), 


(8.23) 


y supongamos que tiene un punto crftico aislado; sea (0,0) dicho punto crfti- 
co (un punto crftico (xo,yo) se puede llevar al orfgen mediante la traslacion 
de coordenadas u = x — xq, v — y — yo). 


Sea T (x(t),y(t)) una trayectoria de (8.23) y consideremos la funcion 
E(x, y) continua y con primeras derivadas parciales continuas en una re¬ 
gion que contiene a la trayectoria. Si un punto (x, y) se mueve a lo largo de 
las trayectorias de acuerdo a las ecuaciones x = x(t) y y = y(t), entonces 

E(x,y) = E(x(t),y(t)) = E(t) 


es una funcion de t sobre T , su razon de cambio es 


_ dE _ d^dx + d^dy_d^ F+ d^ G 
dt dx dt dy dt dx dy 


(8.24) 


Esta formula es la idea principal de Liapunov. 
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Definicion 8.5. Supongamos que E(x. y ) es continua y tiene primeras deri- 
vadas parciales continuas en una region que contiene a 1 origen. 

Si E( 0, 0) = 0 y 

i. Si E(x,y ) > 0 para todo ( x,y ) ^ (0,0), decimos que E es definida 
positiva. 

ii. Si E(x,y) < 0 para todo ( x,y ) ^ (0,0), decimos que E es definida 
negativa. 

in. Si E(x, y) > 0 para todo (x, y) ^ (0,0), decimos que E es semidefinida 
positiva. 

iv. Si E(x, y) < 0 para todo (x, y) ^ (0,0), decimos que E es semidefinida 
negativa. 

Nota: 

■ E(x,y) = ax 2m + by 2n con a > 0, 6 > 0 y m,n enteros positivos, es 
definida positiva. 

■ E(x,y) es definida negativa si y solo si — E(x,y ) es definida positiva. 

■ E(x,y) = ax 2m + by 2n con a < 0 y b < 0 y m,n enteros positivos, es 
definida negativa. 

■ x 2m es semidefinida positiva, ya que x 2m = 0 para todo (0, y) y x 2m > 0 
para todo (x, y) ^ (0,0). 

Similarmente se demuestra que y 2n , ( x — y) 2m son semidefinidas posi- 
tivas. 

■ Si E(x,y) es definida positiva, entonces z = E(x,y) es la ecuacion 
de una superficie que podrfa parecerse a un parabolofde abierto hacia 
arriba y tangente al piano XY en cl origen (ver figura 8.18). 


Definicion 8.6 (funcion de Liapunov). Decimos que E(x,y) es una fun- 

cion de Liapunov para el sistema (8.23), si 

■ E(x,y) es continua, con primeras derivadas parciales continuas en una 
region que contiene al origen. 


E(x,y) es definida positiva. 
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z 



x 


Figura 8.18 


■ Existe la derivada de E a lo largo de las trayectorias u orbitas del 
sistema (8.23) y sea menor o igual que cero sobre la trayectoria, es 
deck , que exist a la siguiente derivada, 


dE 

dt 


^ F y—C = 
dx dy 7 


dE 

dt 


(x,y) = E'(x(t),y(t)) < 0 


(8.25) 


■ cuando f = f ^ + f G = w( x ’V) = E'{x{t), y(t)) < 0, decimos que 
E(x,y) es una funcion de Liapunov estricta. 

Nota: 


Si (8.25) fuera semidefinida negativa imph'ca que 

. dE dE dE 

E(x ' y) = lt=-^ F+ ai G - 0 
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y esto impli'ca que E es no creciente a lo largo de las trayectorias de 
(8.23) proximas al origen. 

■ Por lo anterior las funciones E generalizan el concepto de energia total 
de un sistema fisico. 

Teorema 8.4 ( Criterio de Liapunov). 


a. Si existe una funcion de Liapunov para el sistema (8.23) entonces el 
punto critico (0, 0) es estable. 

b. Si existe una funcion de Liapunov estricta para el sistema (8.23) en¬ 
tonces el punto critico (0, 0) es asintoticamente estable. 

c. Si E'(x, y ) es definida positiv.a entonces (0, 0) es un punto critico ines- 
table. 


Demostracion: sea C\ un circunferencia de radio R > 0 centrado en el 
origen de tal manera que C\ se halla dentro del dominio de definition de la 
funcion E. Como E(x,y) es continua y definida positiva, tiene un minimo 
positivo m en C\. Ademas, E(x,y ) es continua en cl origen y se anula en el, 
luego podemos hallar un numero positivo r < R tal que 0 < E(x,y ) < m si 
(x,y) esta dentro de la circunferencia C 2 de radio r (Ver figura 8.19). 

Sea r (x(t),y(t)) cualquier trayectoria que este dentro de C 2 para t = to, 
entonces E(t 0 ) < m y como (8.25) es semidefinida negativa, entonces ^ = 
^ F + G < Olo cual implica que E(t) < E(t 0 ) < m para todo t > t 0 , 
luego la trayectoria T nunca puede alcanzar la circunferencia Ci en un t > to 
lo cual implica que hay estabilidad. 

Probemos la segunda parte del teorema. 

Probemos que, bajo la hipotesis adicional (^ < 0), E(t) —* 0, porque al ser 
E(x,y ) definida positiva, implica que V se aproxima al punto critico (0,0). 

Como ^ < 0, entonces E{t) es decreciente y como E{t) esta acotada 
inferiormente por 0, entonces E(t) tiene un limite L > 0 cuando t —> oo. 

Supongamos que L > 0. Sea r < r (ver figura 8.19) tal que E(x,y ) < 
L para (x, y) dentro de la circunferencia C 3 de radio r, como la funcion 
(8.25) es continua y definida negativa, tiene un maximo negativo —k en el 





318 CAPITULO 8. INTROD. A LA TEORIA DE ESTABIL. 



anillo limitado por las circunferencias C\ y CV, Este anillo contiene a toda 
trayectoria V para t >t 0 , luego de la ecuacion 

. _, [ f dE dE 

E(t) = E(t 0 ) + j"- d t y ^<-k 

se obtiene la desigualdad: 

E(t) < E(t 0 ) — k(t — t o) 'it > to 

Pero el lado derecho de la desigualdad tiende a — oo cuando t — » oo, es decir, 

lim E{t ) = — oo, pero E(x,y ) > 0 (Absurdo!), luego L — 0. ■ 

£—>■00 

Ejemplo 4. La E.D. de una masa m sujeta a un resorte de constante k. 
en un medio que ofrece un amortignamiento de coeficiente C es 


d 2 x dx 

m —— + 6 — + kx 
dt z dt 


0 


donde C > 0, k > 0. Analizar la estabilidad de su punto critico. 
Solucion: 
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El sistema autonomo equivalente es: 


k C 


— = y: — — - x - y 

dt dt m m 

2 

Su unico punto crltico es (0,0). La energla cinetica es r ^- y la energla po- 

tencial (o energla almacenada en cl muelle) es f* kxdx — | kx 2 

Luego la energla total: E(x,y ) = \my 2 + \ kx 2 la cual es definida positiva, 


dE dE ( k C \ 

—— F + —— G = kxy + my - x - y = — Cy < 0 

ox ay \ m m J 

Luego, E(x, y) es una funcion Liapunov para el sistema y por tanto (0, 0) es 
estable. 

Se sabe que si C > 0 cl punto crltico (0, 0) es asintoticamente estable, pero 
la funcion Liapunov no detecta este hecho. 

Ejemplo 5. (Resorte no lineal). Este es un ejemplo de una masa rn — 1 
sujeta a un resorte no lineal, en el cual la fuerza restauradora es una funcion 
de la distancia de la masa al origen, sea —f(x) una funcion no lineal que 
representa la fuerza restauradora tal que /(0) = 0 y xf{x) > 0 si x ^ 0; no 
hay friccion. La E.D. de su movimiento es 

d 2 r 

^ + /W = o 

Analizar la estabilidad de su punto crltico. 

Solucion : cl sistema autonomo equivalente es 


x = y 


y' = -/(•*•) 

Su unico punto crltico es (0,0). La energla cinetica es \x' 2 = 


\y 2 y la energla 


potencial es 


F(x) = / f(x) dx 


E(x,y) = F(x) + — 


y la energla total es 
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Como x, f(x) tienen cl mismo signo entonces F(x) > 0 y por tanto E(x,y) 
es definida positiva. Ademas 

E'(x, y) = F\x)x' + yy' = f(x)y + y(-f(x )) = 0 

es decir, es semidefinida negativa y por el teorema el punto crltico (0, 0) es 
estable. Igual que sucede con un resorte lineal, se puede demostrar qne este 
punto crltico es un centro. 

Ejemplo 6. Analicemos la estabilidad del punto crltico del siguiente 
sistema 


x = — x -a: sen y, 

3 y ’ 

/ y 3 

y= -y~ y 

Solucion : 

(0,0) es cl unico punto crtico. Sea E(x,y ) = |( x 2 + y 2 ), luego 

S S 4 4 

cc' j r \y j oc* 

E\x,y ) = x(-x- — -xseny)+y(-y-’E~) = -x 2 - — - y 2 - — -x 2 seny 

pero |a; 2 seny| < x 2 y por tanto x 2 + a: 2 sen y > 0. Entonces 

E\x,y) = -j -y 2 - ^ - (x 2 + x 2 seny) <-y-y 2 W^< 0 

para (a;, y) ^ (0,0), es decir E' es definida negativa y por cl teorema anterior, 
parte b., (0,0) es asintoticamente estable. 

Ejemplo 7. Analizar la estabilidad del punto crltico del siguiente sistema 
dx dy 9 , 

di = ~ 2xy; Tt =x '~ v 

Solucion: 


(0, 0) es punto crltico aislado 


E(x,y) = ax 2m + by 2n 

r)E BE 

—— F + —— G = 2max 2m ~ 1 (—2xy) + 2 nby 2ni (x 2 — y 3 ) 
ox dy 
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—— F + —— G = (-4 rnax 2m y + 2 nbx 2 y 2n ~ l ) - 2 nby 2n+2 
dx dy v y y t y 

Para que el parentesis se anule, necesitamos que m — 1, n — 1, a = 1, 
b — 2, =>• E(x, t/) = x 2 + 2 y 2 la cual es definida positiva y 


dE dE 
cte dy 


-Ay 4 


que es semidefinida negativa, luego (0, 0) es estable. 


Teorema 8.5. _ 

La funcion E(x, y) = ax 2 + bxy + ct/ 2 es: 

■ Definida positiva si y solo si a > 0 y b 2 — 4 ac < 0. 

■ Semidefinida positiva si y solo si a > 0 y b 2 — 4ac < 0 

■ Definida negativa si y solo si a < 0 y b 2 — 4ac < 0 

■ Semidefinida negativa si y solo si a < 0 y b 2 — 4ac < 0 

Demostracion. Veamos la primera parte. 

Si y = 0 entonces E(x, 0) = ax 2 >0sia:^0ya>0 
Si 

V ± 0 : E(x, y) = y 2 a + b + c 

y si a > 0, el polinomio cuadratico en | es positivo para todo | 

yyb 2 - 4ac <0. ■ 

8.4.1. Ejercicios y problemas: 

1. Determinar si cada una de las siguientes funciones estan definidas po- 
sitivas, negativas o semidefinidas positivas o negativas o ninguna de las 
anteriores. 

a) x 2 — xy — y 2 , b) 2x 2 — 3xy + 3y 2 , c)—2x 2 + 3xy — y 2 , d) —x 2 — 4xy — by 2 . 
(Rta.: a) Ninguna de las anteriores, b) Definida positiva, c) Ninguna 
de las anteriores, d) Definida negativa) 
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2. Dado cl sistema ^ = xy 2 — ^ = — \— n?- 

Mostrar que (0, 0) es asintoticamente estable (Ayuda: tomar V(x, y) = 
ax 2 + by 2 ). 

3. Dado cl sistema ^ = —6 x 2 y, ^ = —3 y 3 + 6x 3 
Mostrar que (0, 0) es estable. 

4. Dado cl sistema ^ = —3a; 3 — y, ^ = x 5 — 2 y 3 
Mostrar que (0, 0) es asintoticamente estable. 

5. Dado cl sistema ^ = —2x + xy 3 , ^ = —x 2 y 2 — y 3 
Mostrar que (0, 0) es asintoticamente estable. 

6. Mostrar que (0, 0) es un punto critico inestable del sistema x' = F[x , y), 
y' = G(x,y), si existe una funcion E(x,y ) con las siguientes propieda- 
des: 

a) E(x,y ) es continua, con primeras derivadas parciales continuas en 
una region del piano que contiene al origen. 

b) E{ 0,0) = 0. 

c) Todo circulo centrado en el origen, contiene al rnenos un punto para 
cl cual E(x,y) es positiva, 

d) (^)F + e s delinida positiva, 

7. Utilizando el ejercicio anterior mostrar que (0, 0) es inestable para el 

sistema ^ = 2 xy + x 3 , ^ = —a; 2 + if 

8. Sea f(x) una funcion tal que /(0) = 0 y xf(x) > 0 para x f 0 (es 
decir, f(x) > 0 si x > 0 y f(x) < 0 si x < 0) 

a) Mostrar que E(x,y ) = \y 2 + f(x) dx esta definida positiva. 

b) Mostrar que (0,0) es un punto critico estable del la E.D. + /(x) = 

0 

c) Si g(x) >0 en un circulo alrededor del origen, mostrar que (0,0) es 
un punto critico estable del sistema 

d 2 x , . dx „. . 
dP + 9 W dt +/w = 0 

9. Dado el sistema x' = y — xf(x, y), y' — —x — yf(x, y), donde /(0, 0) = 0 
y f(x,y ) tiene un desarrollo en serie de potencias convergente en una 
region R alrededor del origen. Demostrar que el punto critico (0, 0) es 
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■ establc si f(x,y ) > 0 en alguna region alrededor de (0,0). 

■ asintoticamente establc si f(x,y ) es definida positiva en alguna 
region alrededor de (0,0). 

■ inestable si en toda region alrededor de (0, 0) hay puntos (x, y) 
tales que f(x,y ) < 0. 

10. Mediante el ejercicio anterior determinar la estabilidad de los siguientes 
sistemas 

a) x' = y — x(y 3 sen 2 x), y' — —x — y(y 3 sen 2 x). 

b ) x' — y — x{x 4 + y 6 ), y' = — x — y(x 4 + y 6 ). 
a ) x' — y — x(sen 2 y), y' — —x — y{ sen 2 y). 

(Rta.: a) Inestable, b) Asintoticamente establc, c) Estable.) 

11. Considere la ecuacion 


x" + f(x, x) + g{x) = 0 

y suponga que f y g tienen primeras derivadas continuas y /(0, 0) = 
g(0) = 0 y yf(x,y ) > 0 cuando t/ / 0 y xg(x) > 0 cuando x ^ 0. 
Transforme la anterior E.D. en un sistema y luego demuestre que cl 
punto critico (0, 0) es estable. 


12. Con el resultado del anterior ejercicio, demostrar la estabilidad de la 
E.D. 


x" + (x') 3 + x 5 = 0 


13. Hallar el tipo de estabilidad de la ecuacion diferencial 


/ 2 2 Q / Q Q\ 

x = xy~ + x y + x , y — y — x ) 


(Ayuda: use el teorema 8.5). 
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8.5. LINEALIZACION DE SISTEMAS NO 
LINEALES 


Consideremos el sistema autonomo 

x' = F(x,y), y' = G(x,y), (8.26) 

con un punto critico aislado en (xq, yo) (es decir F(x 0 ,yo) = 0 y G(xo,yo ) = 
0). Si F(x,y ) y G(x,y ) se pueden desarrollar en series de potencias de u = 
x — xq y v — y — yo, entonces utilizando un desarrollo Taylor alrededor de 
(x'q, yo), (8.26) adopt a la forma 

u' = x' — F(x 0 + u,y 0 + v ) 

<9F <9F 

= F(x 0 ,y 0 ) +u—(x 0 ,y 0 ) +v—(x 0 ,yo) + 0(u,v,uv) 


dF d F 

u ——h v ——h 0(u,v,uv) 
ox oy 


(8.27) 


donde las derivada parciales son evaluadas en (x 0 ,y 0 ) o sea son numeros y 
0(u, v, uv) denota cl resto de terminos en u n , v n , u l v\ con n > 2 e i + j > 2. 
Similarmente 


, dCr 8G 

v = u— — \-v ——h U (u,v,uv) 


(8.28) 


(8.29) 


escribiendo matricialmente lo anterior, tenemos 

U‘'] _ rg(*o,yo) %(xo,yo)] M \0(u,v,uv)] , . 

y'\ m*o,yo) ^(xo,y Q )j[v\ [o'(u, v, uv)\ 

La matriz 

UFtr 7/i r(r 7/ii _ a7"( Xo, ^o) 

( ( ’ y) ’ G( ’ 2/))(xo ’ 1/o) if (®o,yo) f (®o,yo). 

se le llama la matriz Jacobiana del sistema (8.26) evaluada en el punto critico 
(x 0 ,y 0 ). Cuando |w|, |u| son pequenos, es decir, cuando (u,v) —>• (0,0) los 
terminos de segundo orden y de orden superior son pequenos. Despreciando 
estos terminos, conjeturamos que cl comportamiento cualitativo de (8.27) y 
(8.28) cerca al punto critico (xo,Z/o) es similar al del sistema lineal asociado: 

u' 1 _ rf(*o,yo) %(x 0 ,y 0 y\ r«i , m 

yj “ [f (* 0 ,y 0 ) f (xo,yo)J [v\ ( } 


(8.30) 
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donde 

- of a f- 

det g J& ^0 

-dx dy\( X 0t y 0 ) 

observemos que si (x 0 ,|/o) es un punto critico en el sistema de coordenadas 
XY entonces (0, 0) es cl punto critico en cl nuevo sistema de coordenadas 
UV , por esto los teoremas que haremos en esta section estan referidos al 
punto critico (0,0) El proceso anterior de sustitnir (8.26) por (8.30) se lc 
llama linealizacion de (8.26) en el punto critico (xo,|/o)- 
En forma general consideremos el sistema: 


— = aix + biy + f(x,y) 

^ = a 2 x + b 2 y + g(x,y) 

donde oq = (x Q ,y 0 ) t b 1 = ^(x 0 ,y 0 ), a 2 = g(a? 0 , y 0 ), b 2 = 


(8.31) 


i£( x o>yo) 


F{x o ,y o ) = 0, G(x 0 , y 0 ) = 0, 

supongamos tambien que 


ai b\ 

a 2 b 2 


(8.32) 


de tal rnanera que cl sistema lineal asociado tiene a (0,0) como punto criti¬ 
co aislado y supongamos que / y g son funciones continuas con primeras 
derivadas parciales continuas para todo (x, y) y que 


ifa Md = o 

(a:,*/)—s-( 0 , 0 ) A 2 -f y ' 2 


(8.33) 


q(x,y ) 

Inn —= 0 

(®.3/)->(0,0) A 2 + y 2 


(8.34) 


Estas dos ultimas condiciones implican, debido a la continuidad de / y 
g, que /(0, 0) = 0 y g(0, 0) = 0, es decir, (0,0) es punto critico de (8.31) . Se 
puede demostrar que este punto es aislado. Con las restricciones indicadas 
(0,0) se le llama punto critico simple de (8.31). 

Cuando se cumplcn (8.32), (8.33), (8.34), entonces decimos que el sistema 
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(8.31) es un sistema casi lineal (o cuasi-lineal). 

Ejemplo 6. Comprobar que se cumple (8.32), (8.33) y (8.34) para el 
siguiente sistema 

dx dy 2 

— = -2x + 3 y + xy; — = -x + y - 2 xy 


Solution: 


CLi b\ 

®2 l >2 


Tambien, usando coordenadas polares: 


= M0 


\f(x,y)\ \r 2 sen 6 cos 6\ 

\J x 2 + y 2 r 


\g{x,y)\ = 12r 3 sen 2 9 cos 9\ < 2 

yj x 2 + y 2 r 

Cuando (x, y) —» (0, 0) entonces 

f(x,y) ,, q(x,y) 

lim = 0, hm v ’ = 0 

r—>0 r r—> 0 r 

Luego (0, 0) es un punto critico simple del sistema. 


Teorema 8.6 (Tipo de punto critico para sistemas no lineales). 

Sea (0, 0) un punto critico simple del sistema no lineal (8.31) y considere- 
mos el sistema lineal asociado . Si el punto critico (0, 0) del sistema lineal 
asociado pertenece a alguno de los txes casos principales del teorema (8.1), 
seccion (8.3) , entonces el punto critico (0,0) de (8.31) es del mismo tipo. 

Ejemplo 7. Continuando con el ejemplo anterior, analicemos el tipo de 
punto critico. 


El sistema lineal asociado al no lineal es 

dx 

dt = - 2x+3y 
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dy_ 

dtt 


—x + y 


La ecuacion caracteristica es: m 2 + m + 1 = 0 
con raices mi, m 2 = ~ 1= ^ 3 L 

Como las raices son complejas conjugadas y no imaginarias pnras, estamos 
en cl CASO C, lo cnal quiere decir que (0, 0) es un foco y por el Teorema 
8.6 el punto crltico (0, 0) del sistema no lineal es tambien un foco. 


Nota: aunque el tipo de punto crftico (0, 0) es el mismo para para el 
sistema lineal y para cl sistema no lineal , la apariencia de las trayectorias 
puede ser bien diferente. La figura 8.20 muestra un punto de silla para un 
sistema no lineal, en cl cual se nota cierta distorsion, pero los rasgos cualita- 
tivos de las dos configuraciones son los mismos. 



Figura 8.20 


Observacion: para los casos frontera no mencionados en el Teorema 
8 . 6 : 

■ Si el sistema lineal asociado tiene un nodo frontera en (0,0) (CASO 
D), el sistema no lineal puede tener un nodo o un foco. 

■ Si el sistema lineal asociado tiene un centro en (0,0) (CASO E), en- 
tonces el sistema no lineal puede tener un centro o un foco. 
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Ejemplo 8. Consideremos el sistema 

dx / 9 9 \ d'Tj / 9 9 \ 

- = -y + ax(x +y), — = x + ay(x +y) 

donde a es un parametro. Mostrar que la linealizacion predice un centro o 
un foco en el origen. Mostrar que realmente corresponde a un foco. 


El sistema lineal asociado es: 

dx dy 

— = —y. — = x 

dt dt 

Para este ultimo (el lineal): (0, 0) es un centro. Pero para cl sistema no lineal, 
(0, 0) es un foco. 

Para mostrar que es un foco, cambiemos el sistema de coordenadas cartesia- 
nas a coordenadas polares. Sea x = rcosO, y = r sen 6 y r 2 = x 2 + y 2 , luego 
rr' = xx' + yy' y sustituyendo en esta expresion ax', y' se tiene que 

rr' = x(—y + ax(x 2 + y 2 )) + y(x + ay(x 2 + y 2 )) = a(x 2 + y 2 ) 2 = ar 4 , 

por lo tanto r' = ar 3 . 

Como 6 = arctan-, entonces derivando 6 con respecto a t y sustituyendo a 
x',y', se obtiene 

0 , = x v' - v x> = 1 

obtenemos el sistema en coordenadas polares 

r = ar 3 , 9 ' — 1 


este sistema es facil de analizar, ya que r' depende solo de r y 6' es constante, 
la solution es la farnilia de espirales 



luego si a < 0 entonces Hindoo r(t) = 0 o sea que el origen es asintoticarnente 
estable (es un sumidero) y si a > 0 entonces lun f ^_ 00 r(t) = 0 o sea que el 
origen es inestable (es una fuente), si a = 0 entonces r = ro o sea que el 
origen es un centro (Ver figura 8.21). Observese que a = 0 es un punto de 
bifurcation. 
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a < 0 

Foco, asintoticamente 
estable 



b) Centro, estable 
Figura 8.21 



Nota: ;,Que sucede con los puntos criticos no simples? 

Si los ter m i n os no lineales en (8.31) no determinan la disposition de las 
trayectorias cerca del origen, entonces hay qne considerar los ter m in os de se- 
gnndo grado, si estos tampoco, entonces se consideran los terminos de tercer 
grado y asi sucesivamente; cl ejemplo siguiente tiene que ver con estos casos. 

Ejemplo 9. 

d‘ x dy 2 2 fa o K \ 

dt y dt y v ’ 

^ = x 3 - 2 xy 2 ] ^ = 2 x 2 y - y 3 (8.36) 

^ = x — 4yy/\xy\) ^ = -y + 4x y/\xy\ ( 8 - 37 ) 

Estos tres casos los analizaremos con cl paquete Maple al final del capitu- 
lo. 
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Demostracion: consicleremos cl sistema no lineal 


dx 

dt 

dy 

dt 


aix + h y + f(x,y) 
a 2 x + b 2 y + g(x,y) 


y su sistema lineal asociado 


dx 

dt 

dy 

dt 


a i x + biy 
a 2 x + b 2 y 


(8.38) 


(8.39) 


de acuerdo al Teorema 8.4 se debe construir una funcion de Liapunov ade- 
cuada. 

Por cl Teorema (8.3) los coeficientes del sistema lineal asociado satisfacen las 
condiciones: 

p = -(ai + b 2 ) > 0 


Sea 


donde 


y 


q = a\b 2 — a 2 b\ > 0 


E(x, y) = - ( ax 2 + 2 bxy + cy 2 ), 


a = 


+ &2 + (dib 2 ~ o, 2 bi) 


b = 


D 

aia 2 + b±b 2 
D 


c = 


al + bj + (aib 2 - a 2 bi ) 


D 


D = pq = —(ai + b 2 )(ci\b 2 - a 2 bi) 


Luego D > 0 y a > 0 
Tambien 


D 2 (ac — b 2 ) = DaDc-D 2 b 2 

= [a\ + 62 T ( ciib 2 — ct 2 ^i)][ a i + b 2 + (a\b 2 — ci 2 b\)] — (aifl 2 + bib 2 ) 2 
= (^2 T b 2 )(a~i + b 2 ) + (02 + &2 A a 2 + &|)(cii &2 — ® 2 ^i) 

+ (0162 — 0- 2 bi) 2 — ( 01 O 2 + b\b 2 ) 2 = 
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— (&2 ^2 CL\ &i)($l&2 — &2^l) + 2(ai&2 — ^2&l) > 0 

Luego, b 2 — ac < 0, entonces por Teorema 8.5 tenemos que E(x,y ) es 
definicla positiva, ademas 

d E d E 2 2 

— (aix + 6 i 2/) + — (a 2 a; + & 2 y) = -(a + y ), 

la cual es definida negativa, luego E(x,y ) es una funcion de Liapunov para 
el sistema lineal asociado. 

Vearnos que E(x,y ) es una funcion de Liapunov para (8.38) : 

Definamos 

F(x, y) = aix + b x y + f{x , y) 

G(x , y) = a 2 x + b 2 y + y(x, y) 

Se sabe que E(x,y) es definida positiva. Vearnos que 


oe dE 

cte <9y 


(8.40) 


es definida negativa. En efecto 


<9E dE dE , ,, • <9£. , . .. 

^7 E + y G = — {a x x + b x y + }{x,y)) + -g~{a 2 x + b 2 y + g{x, y)) 

dE dE f V 
= — (aiX+biy) + — fix , y) 

dE , , , <9£ , . 

+ (a 2 x + b 2 y) + — g{x, y ) 

= -(x 2 + y 2 ) + (ax + by)f(x,y) + (6x + cy)g(x, y) 

Pasando a coordenadas polares: 

= —r 2 + r[(acos# + 6 sen 9)f(x, y) + (bcosd + csen#)y(x, y)] 

Sea k = max{|a|, |6|, |c|}. Por (8.33) y (8.34): 

\f (x ' v) \<k ; l9(a ^)i<^ 

para r > 0 suficientemente pequeiio. 

Luego: 

dE dE „ 9 4 kr 2 r 2 

d^ F+ % G<_r + ~e 
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para r pequeno. Luego E(x , y) es una funcion definida positiva y F+ ^ G 
es definida negativa; luego por Teorema de Liapunov 8.4 parte b., (0,0) es 
un punto critico asintoticamente estable de (8.38) . ■ 

Nota: en el caso 2. del Teorema anterior se puede debilitar la hipotesis 
con la condition 


det 1 f 1 1 = 0, 
a 2 02 


(8.41) 


y dejar las otras condiciones (8.42 y 8.43) y el resultado tambien se produ¬ 
ce, es decir, si el punto critico (0, 0) del sistema lineal asociado es inestable, 
entonces el punto critico (0,0) del sistema no lineal (8.31) es inestable. 

Ejemplo 10. Consideremos el sistema 


u/o/ 

— = — 2x + 3 y + xy 
at 

dy n 2 

— = -x + y - 2xy 


Del sistema podemos concluir que 


ai b± 


1 = 1^0 


L«2 h J - ^ " 

Es claro que (0,0) es un punto critico simple, en este caso 
p = —(oq + b 2 ) = —(—2 + 1) = 1 > 0 
q = a\b 2 — a 2 b\ = 1 > 0 

Luego cl punto critico (0, 0) es asintoticamente estable para el sistema lineal 
asociado, como para el no lineal. 


Ejemplo 11. La ecuacion del movimicnto para las oscilaeiones forzadas 
de un pendulo es: 

d 2 x c dx q 

—— H-— H— sen x = 0; c > 0 

dt- m dt a 


El sistema no lineal es: 
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— = — sen x - y 

at a m 


La cual es puede escribir asi: 


dy g e g 

— — — x - y H— (x — sen x) 

at a m a 


Se puede ver que 


x — sen x 


Inn —= 0 

^x 2 + y 2 


En efecto, si x ^ 0: 

I a: — sen a: I lx — senx| „ senx 

. < 1 -—- 1 =1--)• 0 

a Jx 2 + y 2 \x\ x 

Como (0, 0) es nn pnnto critico aislado del sistema lineal asociado 

dx 

Tt =y 

dy g c 

—— = — x - y 

dt a m 

entonces (0, 0) es nn punto critico simple del no lineal, ademas 

P = -(ai + b 2 ) — - (0 - —) = — > 0 
V m / m 

q = aib 2 - a 2 bi = 0 (——) — 1 (—-) = -> 0 
V vi/ V a/ a 

Luego (0, 0) es nn punto critico asintoticamente estable del sistema lineal 
asociado y por el Teorema 8.7 tambien lo es del sistema no lineal. Esto refle- 
ja el hecho fisico: que si nn pendulo se perturba ligeramente el movimiento 
resultante se extinguira con el tiempo. 

Ejemplo 12. Hallar los puntos criticos, determinar de que tipo son y su 
estabilidad, para cl siguiente sistema 

x' = —2 xy = F(x, y) 

y' = -x + y + xy - y 3 = G(x, y) 
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La matriz Jacobiana es 

'I %( x ,y) %( x ,y) 1 = r - 2 y - 2 x 

J °( x ,y) i%(x,y)\ [-1 + y l + x-3y\ 

Para hallar los puntos crfticos resolvemos cl sistema 

0 = —2 xy = F(x, y ) 

0 = —x + y + xy — y 3 = G(x, y) 

luego xy = 0, sustituimos en la segunda ecuacion y nos da yj= 0, y — 1, y — 
—1, por tanto los puntos crfticos son (0,0), (0,1), (0, —1). Analicemos cada 
punto por separado 



1. Para (0,0) tenemos que la matriz Jacobiana en (0,0) es 

-f(0,0) f(0,0)] = r Ol 6,1 r 0 0 

.f(0,0) f(0,0)J [“2 H L-i i. 

y su determinante es cero. Por lo tanto el punto crftico (0, 0) no es un 
punto crftico simple y por esto no lo podemos clasificar. 
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De la figura 8.22, vemos que (0, 0) es una fuente, o sea que es un punto 
inestable (asintoticamente inestable). 

2. Para (0,1) tenemos que la matriz Jacobiana en (0,1) es 

'f£(°.!) f(0,l)l [o, h] \-2 O' 

.f(0,l) f(0,l)J |a 2 h\ [0 -2 

y su determinante es diferente de cero. 

Haciendo u = x — xo = x — 0 — xjv — y — yo = y — 1. El sistema 
lineal asociado es 

u '] = M = [-2 0 1 IV 

v'\ ~ LS( x o,J/o) ||(^o,2/o)J [v\ ~~ [o -2] [v_ 

u = a±u + b\v = —2 u 
v' = a- 2 u + b 2 v = —2v 

cuyo punto critico en el sistema uv es (0, 0) y en el sistema xy es (0,1). 
Los valores propios del sistema lineal asociado son Ai = Ai = — 2<0 
y por cl Teorema 8.1 caso D. el punto critico es un nodo estrella y por 
Teorema 8.2 es asintoticamente estable para cl sistema lineal asociado; 
entonces para el sistema no lineal, por la observation al Teorema 8.6 
referente a los casos frontera y por el Teorema 8.7, (0,1) es un nodo o 
un foco asintoticamente estable. 

Hagamos un analisis del signo de y' cuando x — 0, en este caso x' — 0 
y y' — V ~ y 3 — y (l + y)(l — y) entonces los signos de y' sobre el eje y 
estan en la signiente grafica 



y por tanto con esto concluimos que el punto (0,1) tiene que ser un 
nodo asintoticamente estable. 

3. Para (0, —1) tenemos qne la matriz Jacobiana en (0, —1) es 

■ffo.- 1 ) f(0.-i)l k f2 o' 

.f(0,-l) f(0,-l)J [a 2 b 2 \ [-2 -2 
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y su determinante es diferente de cero. 

Haciendo u — x — x 0 — x — 0 — xjv — y — y 0 — y — (—1) = y + 1. El 
sistema lineal asociado es 

VI _ \j£(x 0 ,y 0 ) f£(zo,2/o)l r«i _ [ 2 0 1 \u\ . . 

y'\ LS( x o>J/o) f K,2 /o)J W [-2 -2\ [vj 

v! = a\u + b\v = 2 u 

v' = a 2 u + b 2 v = —2 u — 2v 

cuyo punto crftico en cl sistema uv es (0, 0) y en el sistema xy es (0, —1). 
Los valores propios del sistema lineal asociado son Ai = 2, A 2 = —2 y 
por cl Teorema 8.1 caso B. cl punto crftico es un punto de silla y por 
Teorema 8.2 es inestable para el sistema lineal asociado; entonces para 
cl sistema no lineal, por cl Teorema 8.6 y por el Teorema 8.7, (0, —1) 
es un punto de silla inestable. 

Ejemplo 13. (Dos especies en competencia). Supongamos que dos especies 
liebres y ovejas compiten por cl misrno tipo de alimento (grama) y esta can- 
tidad de alimento es limitada, ignorando otros factores como depredadores, 
factores climaticos, otras fuentes de alimento. Las E.D. que modelan este 
fenomeno son las ecuaeiones de Lotka-Volterra 

x' = x{3 — x — 2 y) = F(x, y) 

y' = y(2 - x - y) = G(x,y) 

donde x(t) = la poblacion de liebres y y(t) = la poblacion de ovejas. Hallar 
los puntos crfticos, definir que tipo de puntos crfticos son y su estabilidad. 

Solucion: Los puntos crfticos son: A(0,0), 5(0,2), (7(3,0), 5(1,1). 


El Jacobiano es 


- d F dF 

T _ dx dy 

J ~ 8G dG 


3 — 2x — 2y —2 y 
—y 2 — x — 2y 


L dx dy J L * " 

T3 01 

1. Para cl punto A(0,0), J = ^ y sus valores propios son Ai = 

3, A 2 = 2, luego (0,0) es un nodo inestable, es decir, las trayectorias 
salen tangencialmente del origen paralelas al vector propio v — ^ 

asociado al valor propio A 2 = 2 
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2. Para cl punto 5(0,2), J = ^ ^ 7 sus va l° res propios son Ai = 

— 1, A 2 = —2, luego 5(0,2) es un nodo asintoticamente estable, las 
trayectorias entran al punto critico en la direction del vector v = ^ 

asociado al valor propio Ai = — 1 . 


3. Para el punto 5(3,0), J = 


-3 -6 


y sus valores propios son Ai = 


—3, A 2 = —1, luego 5(3,0) es un nodo asintoticamente estable, las 

[ 3 

trayectorias entran al punto critico en la direction del vector v = 
asociado al valor propio Ai = — 1 . 

r 1 _ 2 ] 

4. Para el punto 5(1,1), J = y sus valores propios son Ai^ = 

— 1 ± y/2, luego 5(1,1) es un punto de silla y como p = — (ai + 62 ) = 

— (—1 — 1) = 2 y detA = j ^ = —1 < 0 entonces 5(1,1) es 

inestablc. 

El retrato de fase mostrado en la figura 8.23 tiene la siguiente interpretation 
biologica: una de las dos especies inevitablemente se extingue, por ejemplo, 
por debajo de la curva l las trayectorias ticnden al punto critico 5(3,0) lo 
cual quiere decir que las ovejas se extinguen; cuando las trayectorias estan 
por encima de la curva l las trayectorias tienden al punto critico 5(0,2) lo 
cual quiere decir que se extinguen las liebres. 

Ejemplo 14. (Dos especies: un depredador y una presa). Sea x(t) el nume- 
ro de presas (por ejemplo liebres) y y(t) cl mimero de depredadores (por 
ejemplo lobos). A principios del siglo XX cl matematico italiano Vito Volte- 
rra modelo este problema, haciendo las siguientes consideraciones: 

■ En ausencia de depredadores, la poblacion de presas crece a la tasa 
natural ^ = ax, con a > 0 . 

■ En ausencia de presas, la poblacion depredadora decrece a la tasa na¬ 
tural = — cx , con c > 0 . 

■ Cuando las presas y los depredadores cohabitan cl mismo lugar, las 
tasas natnrales de crecimiento y decrecimicnto de presas y depreda¬ 
dores respectivamente son proportionates al mimero de encuentros de 
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y i 



Figura 8.23 


ambos, es decir, son proporcionales a xy. En consecuencia, cl efecto de 
que los depredadores devoren presas, produce una tasa decreciente de 
interaction — bxy (b constante positiva) con respecto a la poblacion de 
presas x y una tasa creciente dxy (d constante positiva) con respecto a 
la poblacion de depredadores. 

En consecuencia, sumando las tasas naturales y las tasas de interaction, 
tenemos las ecuaciones para una especie depredadora y una especie presa: 

— = ax — bxy = x(a — by) 

-jj = —cy + dxy = y(—c + dx) 

haciendo la consideration adicional de que en ausencia de depredadores el 
crecimiento de las presas es logi'stico, es decir, es directamente proporcional 
a su poblacion como tambien a la diferencia con su poblacion maxima y 
tomando a — 1, b — 1, c = 1, d = 1, tenemos cl siguiente sistema de E.D. de 
Lotka-Volterra 

dx 
dt 


x — xy + ex{l — x) 
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dy 

— = -y + xy 

Analizar la estabilidad de la E.D. variando el parametro e para e > 0. 
Sus puntos crfticos son (0, 0), (1,1) 

El Jacobiano es 


J(F(x,y),G(z,v))= $G $6 

. dx dy 


dF dF 
dx dy 


1 — y + e{l — 2x) —x 
y — 1 + x 


Para e = 0 tenemos (ver Figura 8.24): 



1. Para el punto crftico (0,0), J = ^ ^ y sus valores propios son 

Ai = 1, A 2 = —1, luego (0, 0) es un punto de silla inestablc. 

2. Para el punto crftico (1,1), J — ^ ^ y sus valores propios son 

Ai — i, A 2 = —i, luego (1,1) es un centra establc, las trayectorias giran 
alrededor del punto crftico. 

Para 0 < e < 2 tenemos (ver Figura 8.25): 
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Figura 8.25 Sistema depredador-presa, 0 < e < 2 


1. Para el punto (0,0), J — ^ ^ ^ y sus valores propios son Ai = 

e + 1 > 0, A 2 = —1, luego (0, 0) es un punto de silla inestable. 


2. Para el punto (1,1), J = 


—£ —1 


y sus valores propios son Ai )2 = 


e±\/4 s 2 j. gea q Ue am bas raices son negativas), luego (1,1) es un 
foco asintoticamente estable. 


Para e = 2 tenemos (ver Figura 8.26)) 


3 0 

1. Para cl punto (0,0), J = ^ ^ y sus valores propios son Ai = 

— 1, A 2 = 3, luego (0,0) es un punto de silla inestable. 

r _ 2 —1] 

2. Para el punto (1,1 ), J — ^ q y sus valores propios son Ai ;2 = —1, 

luego (1,1) es un nodo o un foco asintoticamente estable. 

Para e > 2 tenemos (ver Figura 8.27): 


1. Para el punto (0,0), J = 


1 + e 0 
0 -1 


y sus valores propios son Ai = 


e + 1, A 2 = —1, luego (0, 0) es un punto de silla inestable. 
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2. Para el punto (1,1), J — ^ ^ y sus valores propios son A 1/2 = 

-e±\/e 2 - 4 < } ue g G (i ; 1 ) es un nodo asintoticamente estable. 

Observese que para e = 0 las soluciones son estructuralmente (son estables 
y periodicas) distintas de las soluciones para e > 0 (asintoticamente estables 
y no periodicas), por este carnbio estructural en las soluciones, decimos que 
en e = 0 se produce una bifurcation. 


8.5.1. Ejercicios y problemas: 

En los siguientes ejercicios, bosqueje las trayectorias tipicas e inclique 
la direction del movimiento cuando t aumenta e identilique cl punto critico 
como un nodo, un punto de silla, un centro o un punto espiral y la estabilidad. 

l.f t =x-y,f t =x 2 -y 

(Ayuda: utilizar el ejercicio 6 de la pagina 318 de la section metodo de 
Liapunov) 

(Rta: el origen es un punto silla inestablc, cl punto (1,1) es un punto 
espiral asintoticamente inestablc.) 

2- S = y-i, f = J-v 

(Rta: hay un punto silla inestablc en (1,1) y un punto espiral asintoti¬ 
camente estable en (—1,1).) 

3 - f = y 2 ~ 1 i t = x 3 -y 

(Rta: hay un punto silla inestablc en (1,1) y un punto espiral asintoti¬ 
camente estable en (—1, —1).) 

4. f t =xy-2, t = x-2y 

(Rta: hay un punto silla inestablc en (2,1) y un punto espiral asintoti¬ 
camente estable en (—2, —1).) 

5. f t =-x + x\ % = -2y 

(Rta: (0, 0) es un nodo asintoticamente estable, (±1, 0) son puntos de 
silla inestables.) 

6 - § = y 3 - 4x > m = y 3 - y - 3x 

(Rta: (0,0) es un nodo asintoticamente estable, (—2,—2), (2,2) son 
puntos de silla inestables.) 
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7. a). Convertir la ecuacion 

x" + ax' + bx + x 2 = 0, a, b > 0, a 2 < 4b 

en un sistema. 

b) . Mostrar que cl origen es un foco asintoticamente establc y el punto 

(—6, 0) es un punto de silla. 

c) . Bosquejar las trayectorias alrededor de los dos puntos crfticos. 

8. Considere cl siguiente caso particular de las ecuaciones de Lotka-Volterra 

x' = x(—l — 2 x + y) 

V = y{~ 1 + 7x- 2 y) 

donde x, y > 0 y representan la cantidad de organismos en una pobla- 
cion. 

a) . Mostrar que tiene cuatro puntos crfticos y hacer una interpreta¬ 

tion biologica de estos puntos, en el sentido de existencia, sobre- 
vivencia o extincion de las dos especies de organismos. 

b) . Mostrar que si arnbas poblaeiones son inicialmente pequenas, en- 

tonces ambas poblaeiones se extinguiran. 

c) . Mostrar que un punto crftico con significado biologico es un punto 

de silla, el cual indica que poblaeiones mayores pueden sobrevivir 
sin amenaza de extincion. 

9. (En este ejemplo vemos que los terminos no lineales trasforman un nodo 
estrella en una espiral) Consideremos el sistema 

r = —r, 9' = -— 

mr 

a. Encontrar r y 6 explicitamente, con la condition incial (ro, 9q) 

b. Mostrar que r{t ) —> 0 y 6{t) —> oo cuando t —> oo. Esto muestra 
que el origen es un foco asintoticamente estable del sistema no 
lineal dado. 

c. Escriba la E.D. en el sistema de coordenadas x, y. 
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d. Muestre que cl sistema lineal asociado cerca al origen es: 

x' = -x, y' = -y. 

Esto muestra que el origen es un nodo estrclla. 

10 - f = x + x 3 , § = y + y 3 

(Rta: (0, 0) es un nodo o un foco asintoticamente inestable.) 

11. ^ = x — x 2 + xy, ^ = 2y — xy — 6y 2 

(Rta: (0,0) es un nodo o un foco asintoticamente inestable, (0,1/3) y 
(1, 0) son puntos de silla y (8/7,1/7) es un foco estable.) 

12. = —xy 2 + y 2 — 7 xy — x 2 — 6x, ^ = x 2 + y 

(Rta: (0,0), (3,-9), (-2,-4) son puntos de silla, (1,-1) es un foco 
asintoticamente inestable y (—1, —1) es un foco asintoticamente ines¬ 
table.) 

13-1= 2y. f =-2* - !, + 9 1 

(Rta: (0,0) es un foco asintoticamente estable.) 

8.6. CICLOS LIMITES: TEOREMA DE 
POINCARE-BENDIXSON 

Consideremos cl sistema autonomo no lineal 

^ = F{x,jj)\ ^ = G(x,y) (8.44) 

donde F, G asf como sus primeras derivadas parciales son continuas en el 
piano de fase. 

Estamos interesados en propiedades globales, es decir, el comportamiento de 
las trayectorias en grandes regiones del piano de fase. El problcma central de 
una teorfa global es detcrminar si el sistema anterior tiene o no trayectorias 
cerradas. 

Una trayectoria T(x(t) r y(t)) de (8.44) se llama periodica si ninguna de estas 
dos funciones es constante, estan definidas para todo t y existe un numero 
T > 0 tal que x{t + T) = x{t) y y{t + T) — y{t) para todo t. El T mas 
pequeno con esta propiedad se conoce como perfodo de la solucion. Es claro 
que cada solucion periodica define una trayectoria cerrada en cl piano de 
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fase, que es recorrida en forma completa (en sentido horario o anti-horario) 
cuando t crece de t 0 a t 0 + T, para todo t 0 . Reciprocamente, si T(x(t),y(t)) 
es una trayectoria cerrada, entonces x(t), y(t ) son periodicas. 

Se sabe que un sistema lineal tiene trayectorias cerradas si y solo si las raices 
de la ecuacion auxiliar son imaginarias puras (ver seccion 8.3). Asi, para un 
sistema lineal todas las trayectorias son cerradas o ninguna lo es. En los 
sistemas no lineales puede existir al menos una trayectoria cerrada que sea 
aislada, es decir cualquier trayectoria vecina a clla no es cerrada (son trayec¬ 
torias espirales que salen o entran a esta trayectoria cerrada) esta trayectoria 
cerrada aislada la llamaremos ciclo limite . Cuando las trayectorias espirales 
se acercan al ciclo limite tanto por dentro como por fuera, entonces decimos 
que el ciclo limite es estable; si las trayectorias espirales se alejan del ciclo 
limite, decimos que el ciclo limite es inestable; cuando las trayectorias espi¬ 
rales que estan por fuera se acercan (o se alejan) y las que estan por dentro 
se alejan (o se acercan), entonces decimos que el ciclo limite es seudo-estable 
(Ver figura 8.28). Tambien puede suceder que una misma E.D. tenga varios 
ciclos limites aislados unos de otros. 



Figura 8.28 


Ejemplo 11. Consideremos el sistema 


dx 

dt 

—y + a;(l — x 2 — y 2 ) 

(8.45) 

dy 

dt 

x + y( 1 — x 2 — y 2 ) 

(8.46) 
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Sabemos que en coordenadas polares: x = r cos 6, y = r sen 0, 
como x 2 + y 2 = r 2 y 6 = tan -1 (A), derivando: 


x — + y — — r —, 
dt y dt dt 


dy dx 2 dd 
dt ^ dt dt 


Multiplicando (8.45) por x y (8.46) por y y sumamos: 

d r 2/i 2\ 

r — = r 1 — r 
dt K J 

Si multiplicamos (8.46) por x y (8.45) por y y restamos: 

9 dd 9 
dt 


(8.47) 


(8.48) 


El sistema (8.47) y (8.48) tiene un punto crftico en r = 0; como estamos 
interesados en hallar las trayectorias, podemos suponer r > 0, luego: 


dr 

dt 


r(l — r 2 ) 



Interpretacion geometrica: 

SiC = 0=^r = l, d = t + t 0 que es la trayectoria circular x 2 + y 2 = 1 en 
sentido anti-horario. 

Si(7<0=^r>lyr—>-1 cuando t —> oo. 

YsiC>0=^r<lyr->l cuando t —t oo. 
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Figura 8.28 Ciclo Li'mite 

Es decir, existe una trayectoria cerrada r = 1 a la que todas las trayecto- 
rias tienden en forma de espiral por dentro o por fuera cuando t —> oo (ver 
grafica 8.28 ), este ciclo lirnite es establc, porque?. 

Los siguientes criterios garantizan la no existencia de ciclos limites, tambien 
los llaman criterios negativos de existencia de trayectorias cerradas. 

Definition 8.7. Si un sistema puede ser escrito corno x' = -VL(¥) para 
algnna fnncion V(x ), real valuada y continuamente diferenciable. A1 sistema 
se lc llama sistema gradiente con fnncion potencial V(x), donde x(t) G R n . 


Teorema 8.8. 


Los sistemas gradientes no tienen ciclos limites . 


Demostracion. Snpongamos que tiene un ciclo lirnite. Consideremos los 
cambios en V en un giro, como it{t + T) = lt(t), donde T es el periodo, 


entonces AV(it) = V (it (t + T)) — V(it(t)) = 0. Por otro lado 



ya que x' = 0 corresponde a un punto critico y un punto critico no es una 
trayectoria cerrada. Esta contradiction nos obliga a afirmar que no hay ciclos 
limites. ■ 


Ejemplo. Mostrar que cl siguiente sistema no tiene ciclos limites: 

x = sen y, y' — x cos y 
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Sea V(x,y) = —x sen y entonces —^=x'y —^ — y', por lo tanto el siste- 
ma es conservative y segiin el teorema no hay ciclos limites para este sistema 
en to do R L> . 

Se puede utilizar las funciones de Liapunov para demostrar que un sistema 
no tiene ciclos limites, hagamoslo con un ejemplo. Consideremos la ecuacion 
diferencial del oscilador amortiguado no lineal 

x" + (V ) 3 + x = 0 

y supongamos que tiene un ciclo limite o sea que tiene una solution x(t) 
periodica, con periodo T y consideremos su funcion de energia 

V(x,x') = x 2 + ( x') 2 ). 

Despues de un ciclo x y x' retornan a sus valores initiates y por lo tanto, 
para todo el ciclo AV = 0. 

Por otro lado, AV = f 0 V' dt y como 

V' = x'(x + x") = x'{—x 13 ) = —( x'Y < 0 

entonces AV = — \x') 4 dt < 0, el igual se produce cuando i'eOo sea 

cuando x es un punto critico, lo cual contradice que x(t) es un ciclo limite, 
por lo tanto AV < 0 y esto es absurdo, ya que AV = 0, luego no hay ciclos 
limites. 

Teorema 8.9. _ 

Una trayectoria cerrada del sistema (8.44) rode a necesariamente a 1 menos 
un punto critico de este sistema. 

Es decir, un sistema sin puntos criticos en cierta region no puede tener 
en ella, trayectorias cerradas. 

Lin tercer criterio para descartar ciclos limites, esta basado en el Teorema 
de Green y se lc llama criterio de Dulac. 

Teorema 8.10 (Criterio de Dulac). 

Sea ~xA = j (it) un campo vectorial, continuamente diferenciable en una 
region R simplemente conexa del piano. Si existe una funcion continuamente 
diferenciable y real valuada g(x) definida en R tal que V • (g(lt)lt'(t)) 
mantiene el mismo signo en R, entonces no hay ciclos limites dentro de la 
region R del piano . 
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Demostracion. Supongamos que existe una orbita cerrada I contenida en 
la region R. Sea A la region interior a T. Por cl teorema de Green se tiene 


V-(gtf)7)dA= £(g(l?)7).ltds 


donde n es cl vector normal a Y en direction hacia el exterior de A y ds 
es cl elemento de longitud de arco a lo largo de T, la doble integral del lado 
izqnierdo debe ser distinta de cero, ya que por hipotesis, V • ) tiene 

el misrno signo en R. La integral de linca, en el lado derecho es igual a cero, 
ya que ■ it — ~£' ■ it — 0 (el vector tangente y el vector normal it 
son ortogonales). Esta contradiction implica que no hay orbitas cerradas en 

r. m 

Algunas funciones g(x) = g(x,y) que ayudan son 1, -A-g, e ax , e ay . 
Ejemplo. Dado el sistema x' = x(2 — x — y), y' = yC4x — x 2 — 3), mostrar 
que no tiene ciclos limites en cl primer cuadrante: x > 0, y > 0. 

Solucion. Tomando g(lfr) = g(x,y ) = —, calculemos V • (g(~^)~^ r ) 


V-(g(£)-£') = V- — 


x(2 — x — y) 
y( 4x — x 2 — 3) 


, d - d -r 


2 -x-y 
Ax—x 2 —S 


= — < o 
y 


en el primer cuadrante. 


En particular, cuando g(x,y ) = 1 se obtiene el siguiente corolario, debido 
a Bendixson. 

Corolario 8.1. _ 

Si ^, es siempre positiv a o siempre negativa en una region del piano de 
fase, entonces el sistema (8.44) no tiene trayectorias cerradas en esa region. 

Demostracion: como 

X' = (x '(*), y'(t)) = 7(t) = (F(x, y),G(x, y)), 
tomemos g(Y&) = 1, entonces 

V • (g(I?)!?') = V • = V • ?(^) = V • (F(x, y ), G(x, y)) = 

, d r d-t dF dG 
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A continuation enunciaremos un teorema que da las condiciones suficien- 
tes para la existencia de trayectorias cerradas de (8.44); es el llamado teorema 
de Poincare-Bendixson, ver su demostracion en el texto Ecuaciones Dife- 
renciales, sistemas dinamicos y algebra lineal de Hirsch and Smale. 

Teorema 8.11 ( Teorema de Poincare-Bendixson). 

Sea R un a region acotada en el piano de fase con su frontera y supongamos 
que R no contiene puntos cnticos del sistema (8.44). 

Si r (x(t),y(t)) es una trayectoria de (8.44) que esta en R para un cierto t 0 
y permanece en R para todo t >t 0 , entonces T o es una trayectoria cerrada 
o tiende en forma espiral hacia una trayectoria cerrada cuando t —> oo. 
Asf pues, en cualquier caso, el sistema (8.44) ticne en R una trayectoria 
cerrada. 



En la figura 8.29, R es la region formada por las dos curvas de trazo dis¬ 
continue junto con la region anular entre cllas. 

Supongamos que el vector V(x,y) = F(x,y)i + G(x,y)j apunta hacia R en 
todo punto del contorno, entonces toda trayectoria T que pase por un punto 
del contorno (en t — t 0 ), debe entrar a R y no podra salir de R y bajo estas 
considerations cl Teorema de Poincare-Bendixson asegura que T ha de ten¬ 
der en espiral hacia una trayectoria cerrada To. 

El sistema (8.45) y (8.46) tiene a (0, 0) como punto crftico y la region R 
limitada por los cfrculos r = \ y r = 2 no contiene puntos cnticos. 

Se vio que ^ = r(l — r 2 ) para r > 0. 

Luego % > 0 sobre cl circulo interior y ^ < 0 sobre el circulo exterior, asi que 
V apunta hacia R en todos los puntos de frontera. Luego toda trayectoria 
que pase por un punto de frontera entrara en R y permanecera en R para t —» 
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oo. Por cl Teorema de Poincare-Bendixson, R contiene una trayectoria 
cerrada To que por otro razonamiento era el circulo r — 1. 

En 1928 el fisico Frances Alfred Lienard estudio la E.D. 

§ + /(*) |+«(*) = 0 (8.49) 

la cual generalizaba la E.D. de Van der Pol 

d 2 x . 9 „. dx 

_ + ^_ 1) _ +I = 0 

de la teoria de los tubos de vacfo. El criterio sirve para detcrmina la existencia 
de un unico ciclo li'mite para la Ecuacion de Lienard 

Haciendo x' = y obtenemos cl siguiente sistema equivalente, llamado 
sistema de Lienard, 


= V 


f t = -g(x)-f(x)y 


(8.50) 

(8.51) 


Una trayectoria cerrada de (8.49), equivale a una solution periodica de (8.50) 
y (8.51). La demostracion del teorema de Lienard la haremos en cl Apendice 
D. 



Desde cl punto de vista fisico (8.49) representa la ecuacion del movimicnto 
de una rnasa unidad sujeta a un muclle y sometida a una fuerza restauradora 
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—g(x) y una fuerza de amortiguamiento —f(x) 

La hipotesis sobre g(x) tiende a disminuir la magnitud del desplazamiento. 
La hipotesis sobre f(x) que es negativa para pequenos |x| y positiva para 
grandes |x|, significa que el movimicnto se intensifica para pequenos |x| y 
se retarda para grandes |x|, tendiendo por tanto a permanecer en oscilacion 
estacionaria. Si la f(x) es de esta forma, se dice que cl sistema ffsico absorbe 
energfa cuando |a:| es peqneno y la disipa cuando |x| es grande. 


Ejemplo 12. Ecuacion de Van der Pol, la cnal aparece en la teoria de 
valvulas de vacio. 


\AJ %AJ , i 

w + 



+ X 



donde /i > 0, 


f(x) = /i(x 2 - 1), g(x)=x 


Para esta / y g se satisface i. y ii. 
Para iii. 


F(x) 




su unico cero positivo es x = j/3. 

F{x) < 0 para 0 < x < \/3. 

F(x) > 0 para x > \/3. 

F(x) oo cuando x —> oo. 

Como F'(x) = g(x 2 — 1) > 0 para x > 1 F(x) es no decreciente para 
x > \/3. Lnego se cnmplen las hipotesis del Teorema de Lienard y por lo 
tanto tiene una unica trayectoria cerrada (ciclo lunite), a la qne tienden en 
forma de espiral (asintoticamente) todas las demas trayectorias (solnciones 
no triviales). 
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Figura 8.30 Ci'clo Limite para la E. de Van Der Pol, ji— 1 

8.6.1. Ejercicios y problemas: 

1. Considere cl sistema 

x = x — y — x{x +5 y ), y = x + y — y(x + y ) 

a. Clasificar el punto critico en el origen. 

b. Escriba el sistema en coordenadas polares, usando 

/ / , , a , xy'-yx' 

rr = xx + yy y t) = ---. 

c. Determinar la circunferencia de radio maximo r i, centrado en el 
origen, tal que todas las trayectorias tengan su componente radial 
dirijida hacia el exterior de la circunferencia. 

d. Determinar la circunferencia de radio nnnimo r 2 , centrado en el 
origen, tal que todas las trayectorias tengan su componente radial 
dirijida hacia el interior de la circunferencia. 

e. Probar que el sistema tiene un ciclo limite establc en la region 
r\ < r < r '2 . 

2. Considere cl sistema 


x' = Ax + Ay — x(x 2 + y 2 ), 


y' = —Ax + Ay — y{x 2 + y 2 ) 
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a. Escriba cl sistema en coordenadas polares. 

b. Aplicar cl teorema de Poincare-Bendixson para demostrar que 
existe una trayectoria cerrada entre las circunferencias r — 1 y 
r = 3 y determinar si este ciclo lmrite es estable inestable o seu- 
doestablc. 

c. Hallar la solucion general no constante x(t),y(t) del sistema ori¬ 
ginal y usarla para hallar una solucion periodica correspondiente 
a la trayectoria cerrada cuya existencia se mostro en b). 

d. Dibujar la trayectoria cerrada y al menos dos trayectorias mas en 
el piano de fase. 

3. Mostrar que cl sistema 

x' = 3x — y — xe^ x2+y2 \ y' = x + 3y — ye^ +y2 ^ 

tiene un ciclo lmrite, determinar cl tipo de estabilidad de este ciclo 
lmrite. 

4. Mostrar que cl sistema 

x' = x — y — a; 3 , y' = x + y — y 3 

tiene un ciclo lmrite, determinar cl tipo de estabilidad de este ciclo 
lmrite. 

5. Mostrar que cl siguiente sistema tiene al menos un ciclo lmrite 

x' = —x — y + x(x 2 + 2 y 2 ), y' — x — y + y(x 2 + 2 y 2 ) 

6. Considere la ecuacion del oscilador x" + F(x,x')x' + x = 0, donde 
F(x, x') < 0 si r < a y F(x, x') > 0 si r > b, donde r 2 = x 2 + ( x ') 2 . 

a) De una interpretation fisica sobre cl supuesto sobre F. 

b) Mostrar que hay al nrenos un ciclo lmrite en la region a < r < b. 

7. Construyendo una funcion de Liapunov, mostrar que el sistema x' = 
— x+Ay, y' = —x—3y 3 no tiene ticlos lhrrites. (Ayuda: utilice V(x, y) = 
x 2 + ay 2 y escoja un a apropiado.) 

8. Utilizando el criterio de Dulac, mostrar que el sistema 

x = y, y — —x — y + x 2 + y 2 

no tiene orbitas cerradas en todo el piano. (Ayuda: utilice g(x,y ) = 
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9. Usando los teoremas de esta section, determinar si las siguientes ecua- 
ciones tienen ciclos lmiites: 

a) § + ( 5x 4 - 9x 2 ) § + x 5 = 0, b) - (x 2 + 1) § + x 5 = 0, 


<0 § -(|) 2 -(i + * 2 ) = o, d) 9 + H + (i) 5 -3^ = o. 

e) |f + x 6 f+ 

(Rta.: a) Tiene un ciclo limite (Teorema de Lienard), b) No tiene ciclo 
limite (Corolario 8.1), c) No tiene ciclo limite (Teorema 8.9), d) No 
tiene ciclo limite (Corolario 8.1), e) Tiene un ciclo limite (Teorema de 
Lienard) ) 

10. Mostrar que cualquier ecuacion de la forma 

(p x doc 

a—r + b(x 2 — 1) ——b cx = 0, (a, b, c positivos) 

dt z at 

puede ser transformada en la ecuacion de Van der Pol por un carnbio 
en la variable independiente. 

11. Si F satisface las hipotesis del teorema de Lienard. Mostrar que 

z" + F(z') + z = 0 

tiene un unico ciclo limite estable. (Ayuda: haga x = z’ y = —z.) 

8.7. ANEXO CON EL PAQUETE Maple 

Los siguientes ejercicios son para E.D. no linealizables, utilizamos cl pa- 
quete Maple para inferir mediante el retrato de fase los resultados. 

Ejemplo 13. Mostrar que la siguiente E.D. no es linealizable en el punto 
critico (0,0), graficar el campo de direcciones, 


(fix I dx , / dx \ 5 q _ 


2 2 
y -x 


y las soluciones que pasan por los puntos: 

(1,-Eb (-1,1), (0,5,1), (-0,5,1), (-0,4,1), (0,4,1) 

Solution: 
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>DEplotwith:C:=[D(x)(t)=2*x(t)*y(t),D(y)(t)=y(t)~2-x(t)~2]; C := 
[D(x)(t) = 2*x(t)*y(t), D(y)(t) = y(t)~2-x(t)“2] 

C := [j D(x)(t ) = 2 x(t)y(t),D(y)(t) = y(t ) 2 - x{t) 2 } 


>with(DEtools):phaseportrait(C,[x(t),y(t)],t=-20..20, 

[ [x(0) = 1,y(0)=—1],[x(0)=-l,y(0)=l],[x(0)=0.5,y(0) = l], 
[x(0)=-0.5,y(0)=1],[x(0)=-0.4,y(0)=1],[x(0)=0.4,y(0)=l]], 
x=-3..3,y=-3..3,stepsize=.01,arrows=medium, 
linecolor=black,thickness=2,color=black); 





8.7. ANEXO CON EL PAQUETE MAPLE 


357 


( Hj 0 2 3 

— = 2 x y-y 6 

y las soluciones que pasan por los puntos: 

( 1 , 1 ), ( 1 ,- 1 ), (- 1 , 1 ), (- 1 ,- 1 ), ( 2 , 1 ), ( 2 ,- 1 ), (- 2 , 1 ), (- 2 ,- 1 ) 


Soluci 



SS / 


Hf 




'// /-IHt \ \ v 


\ \ *<" / / 


'•s/ 


Figura 8.32 

>with(DEtools):C:=[D(x)(t)=x(t)~3-2*x(t)*y(t)“2, 

D(y)(t)=2*x(t)~2*y(t)-y(t)~3]; 

C := [D(x)(t) = x(t) 3 - 2 x(t)y(t) 2 , D(y)(t) = 2x(t) 2 y(t) - y(t) 3 } 


>with(DEtools):phaseportrait(C,[x(t),y(t)],t=-20..20,[[x(0) = l,y(0)=l] , 
[x(0)=l,y(0)=—1],[x(0)=-l,y(0)=l],[x(0)=-l,y(0)=-l],[x(0)=2,y(0)=l], 
[x(0)=2,y(0)=-l],[x(0)=-2,y(0)=l],[x(0)=-2,y(0)=-l]],x=-3..3,y=-3..3, 
stepsize=.01,arrows=medium,linecolor=black,thickness=2,color=black); 

como vemos del retrato de fase el punto critico (0, 0) es inestable y no 
clasificable. 
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Ejemplo 15. Mostrar que la siguiente E.D. no es linealizable en el punto 
critico (0,0), pero si es linealizable en los puntos criticos (|, |) y (—|, — |) 
y mostrar que estos puntos criticos corresponden a centros y son estables, 
graficar el carnpo de direcciones, 


dx 

dt 

dy 

dt 


x - ±y\/\xy\ 

-y + AxyJ\xy\ 


y las soluciones que pasan por los puntos: 

(0,2, 0,2), (0,4, 0,4), (-0,4,-0,4), (-0,2,-0,2), (-0,1, 0,1), (0,1, 

( 0 , 2 , 0 , 01 ), (— 0 , 2 , - 0 , 01 ), ( 0 , 2 ,- 0 , 2 ), (- 0 , 2 , 0 , 2 ). 

Solucion: 


-o,D, 



Figura 8.33 


>with(DEtools):C:=[D(x)(t)=x(t)-4*y(t)*sqrt(abs(x(t)*y(t))), 
D(y)(t)=-y(t)+4*x(t)*sqrt(abs(x(t)*y(t)))] ; 

C := [D(x)(t) = x(t)-Ay(t)^/\x(t)y(t)\,D(y)(t) = -y(t)+4x(t)y/\x(t)y(t)\] 

>with(DEtools):phaseportrait(C,[x(t),y(t)],t=-20..20, 

[ [x(0)=0.2,y(0)=0.2],[x(0)=0.4,y(0)=0.4], 
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[x(0)=-0 .4,y(0) =-0 .4],[x(0)=-0.2,y(0)=-0.2], 

[x(0)=-0.1,y(0)=0.1],[x(0)=0.1,y(0)=-0.1] , 

[x(0)=0.2,y(0)=0.01],[x(0)=-0.2,y(0)=-0.01], 

[x(0)=0.2,y(0)=-0.2],[x(0)=-0.2,y(0)=0.2]], 
x=-0.8.,0.8,y=-0.9..0.9,stepsize=.01,arrows=medium, 
linecolor=black,thickness=l,color=black); 

como vemos del retrato de fase cl punto critico (0, 0) es inestable y es un 
punto de silla, los puntos criticos (|, |) y (—|, —|) corresponden a centros y 
son estables. 
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APENDICE A 
FORMULAS 


A.l. Formulas Aritmeticas 

a | c _ g+c 

1 b _l_ b ~ b 

a | c ad+bc 

m b d bd 

~b_ ad _ ad 

m % be be 

a 

■ x 2 — y 2 = (x + y) (x — y ) 

■ x 3 + y 3 = (x + y)(x 2 — xy + y 2 ) 

■ x 3 — y 3 = (x — y)(x 2 + xy + y 2 ) 

■ Formula binomial: 

(. x+y) n = x n +na; n ~ 1 |/+ x n ~ 2 y 2 -I-h(^)a; n_fc |/ fc H-frau/ n-1 +r/ n 

donde (”) = k(k-iy^k-n+i) 

■ Principio de induccion: para demostrar que la afirmacion S n es cierta 
para todo mirnero natural n > 1, se siguen los siguientes tres pasos: 

1. Se demuesta que S n se cumple para n — 1 

2. Se torna como hipotesis que S n se cumple para n — k y luego se 
demuestra que se cumple para n — k + 1 

3. Por el principio de induccion se concluye que S n se cumple para todo 
nurnero natural n. 
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A.2. Formulas Geometricas 

A 

■ Area del triangulo: 

A — ^-a-h a — \ -a-c - sen f3. 


B a C 

■ Area del cfrculo: 

A = 7T • r 2 

Longitud de la circunferencia: 
C — 2 • 7T • r 


■ Area del sector circular: 
A=\-r 2 -6 
Longitud de arco: 
s — r ■ 9 


r 



■ Volumen del cilindro circular: 
V = 7r • r 2 • h 
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■ Coordenadas del punto medio del segmento P 1 P 2 , donde -Pi (£ 1 , 2 / 1 ) y 

P2(x 2 ,y 2 )-- 


X\ +x 2 y 1 + y 2 


2 ’ 2 


■ Ecuacion de la recta en la forma punto-pendiente, para la recta que 
pasa por el punto (x\,yi) y con pendiente m: 

y-yi = m(x - xi) 


■ Ecuacion simplificada de la recta con pendiente m y cnya ordenada en 
el origen es b: 


y = rnx + b 


■ Dos rectas no verticales de pendientes m\ y rn 2 respectivamente son 
paralelas si y solo si mi = rn 2 

■ Dos rectas de pendientes m\ y m 2 respectivamente son perpendiculares 
si y solo si rn 1 • m 2 = — 1 

■ Ecuacion de la circunferencia con centro en (h, k) y radio r: 

(x — h ) 2 + (y — k) 2 = r 2 


■ Ecuacion de la clipse con centro en (h, k ) y semi-ejes a y b: 

{ X ~hf ( y-k ) 2 

a 2 b 2 


1 
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A.3. Trigonometria 

■ Medicion de angulos: 

7i radianes = 180°, 1 ° = ^ rad, 1 rad = 

■ Funciones trigonometricas de angulos importantes: 


9 0 

z^rad 

sen# 

COS# 

tan# 

0 ° 

0 

0 

1 

0 

30 ° 

7T 

6 

1 

2 

P3 

2 

P3 

3 

45° 

7T 

4 

V2 

2 

V2 

2 

1 

60 ° 

7T 

3 

2 

1 

2 

73 

90 ° 

7r 

2 

1 

0 

— 


■ Identidades fundamentales: 


esc # 
cot # 


i 

sen 8 ’ 
1 

tan 9 ’ 


sec 9 = — A, 

cos 6 1 

sen 2 # + cos 2 9 


tan 9 


sen 6 
cos 6 


1, 1 + tan 2 9 = sec 2 9 


1 + cot 2 9 = esc 2 9 , sen(— 9) = — sen 9, cos (—9) = cos 9 


tan(— 9) = — tan 9, sen(| — 9) = cos 9, cos(| — 9) = sen# 
tan(| — 9) = cot 9 



Ley de senos: ^ 

Ley de cosenos: 
a 2 = b 2 + c 2 — 2 be cos a 
b 2 = a 2 + c 2 — 2 ac cos f3 
c 2 = a 2 + b 2 — 2 ab cos 7 


■ Formulas con sumas y restas de angulos: 
sen(o: + j3) = sen a cos (3 + cos a sen (3 
sen(o: — j3) = sen a cos f3 — cos a sen (3 
cos(o: + f3) — cos a cos /3 — sen a sen /3 


cos(a — (3) 
tan(cc + f3) 

tan(o: — (3) 


cos a cos f3 + sen a sen f3 

tan a+tan (3 
1—tan a tan [3 
tan a—tan (3 
1+tan a tan j3 
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Formulas de angulos dobles 
sen 2a = 2 sen a cos a 

cos 2a = cos 2 a — sen 2 a = 2 cos 2 a — 1 = 1 — 2 sen 2 a 
tan 2a = 21an 2 Q 

1—tan z a 

Formulas de angulo mitad 
sen 2 a = kz^2s. 

cos 2 a = 

Formulas de productos 
sen a cos (3 = |[sen(a + /3) + sen (a — f3)\ 
cos a cos /3 — \ [cos(a + (3) + cos(a — (3)\ 
sen a sen [3 = l[cos(a — (3) — cos(a + (3)\ 

Formulas de sumas de senos o cosenos 
sen a + sen/3 = 2sen(ff) cos(ff) 
cos a + cos (3 = 2 cos(ff) cos(ff) 
cos a — cos (3 = 2 sen(ff) sen(ff) 


A.4. Tabla de Integrates 

■ Formas elementales: 

I. Por partes: f udv = uv — f v du , 

3. f — = In Ini + C, 

5.fa“du = £ + C, 

7. f cos udu = sen n + C, 

9. J esc 2 udu = — cot u + C, 

II. J esc u cot udu = — esc u + C, 

13. J cot udu = In | serin | + C, 

15. J esc udu = In |cscn — cotn| + C, 
17. f = 1 tan" 1 ^ + C, 

J a z +u A a a ’ 


2 . f u n du = + c, si n f -1, 

4. J e u du = e u + C, 

6 . f sen udu = — cos n + C, 

8 . f sec 2 udu = tann + C, 

10. f secn tan udu = secn + C, 

12 . J ta xiudu = — In |cosn| + C, 

14. J sec udu = In |sec n + tan u\ + C, 
16. f -H= = sen" 1 - + C, 

18. f-^4 = fin 1^1 +C, 

J a^—u z 2a I u—a I 7 


19- / 


= 1 sec- 1 11 + C, 
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■ Formas trigonometricas: 

20. f sen 2 udu — \u — \ sen 2 u + C, 

21. f cos 2 udu = \u + \ sen2 u + C, 

22. f tan 2 udu = tan u — u + C, 

23. f cot 2 udu = — cot u — u + C, 

24. J sen 3 u du = — | (2 + sen 2 u) cos u + C, 

25. f cos 3 udu = | (2 + cos 2 u) sen u + C, 

26. f tan 3 udu = \ tan 2 u + In |cosw| + C, 

27. f cot 3 udu = — \ cot 2 u — In |senw| + C, 

28. J sec 3 udu = \ sec u tan u + | In |secw + tanw| + C, 

29. f esc 3 udu — esc u cot u + | In jcscw — cot «| + C, 

30. J sen au sen du = ~ b ° 2 (a+b) U ’ ° 2 7 ^ 

31. J cosaucosbudu = bC ^“Zi) U + S1 ° 2 ^ 

32. f sen au cos budu = ~ C ° 2 (a+b ) U ’ S1 ° 2 ^ ^ 2 > 

33. f sen” udu = —-sen” -1 u cos u + f sen” -2 u du, 

34. f cos” udu — - cos” -1 u sen u + —- f cos” -2 u du, 

35. / tan” udu = -A- tan” -1 u — f tan” -2 udu, si n E 1 

36. / cot” udu = — A-j- cot” -1 u — J cot” -2 u du, si n ^ 1 

37. f sec n udu = -A- sec” -2 u tan u + f sec n ~ 2 udu, si n A 1 

38. f esc” udu = —A- esc” -2 u cot u + —f f esc” -2 u du, si rt A 1 

39. J u sen u du = sen u — u cos u + U, 

40. J u cos u du = cos u + u sen u + C, 

41. J m” sen u du = —u n cos u + n f w” -1 cos u + C, 

42. J u n cos u du = u n sen u — n f -u” -1 sen u + C. 
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Formas que contienen yju 2 ± a 2 : 


43. f \Ju 2 ± a 2 du = ))\/m 2 ± a 2 ± y In |w + \/m 2 ± a 2 | + (7, 

44. / ypjgp du = In |u + \Ju 2 ± a 2 | + G, 

45 . [ + q2 _ flln + C 

46. f ^ 2 ~ a2 du = \Ju 2 — a 2 — a sec” 1 - + G, 

J u v a * 

47. / u 2 y/u 2 ± a 2 du = §(2w 2 ± ct 2 )Vu 2 ± a 2 — y In |m + \/m 2 ± a 2 1 + G, 

48- / ^ 2 ± a 2 du = |\/w 2 ± a 2 =F y l n \ u + Vu 2 ± a 2 1 + G, 

Formas que contienen Va 2 — u 2 : 

49. / yja 2 — u 2 du = |\/a 2 — u 2 + y sen” 1 ^ + G, 

50. f du = Va 2 - m 2 - aln a+Va ^ + G, 

J U y U 

51. f , f r, du = — f \Ja 2 — u 2 + y sen” 1 - + G, 

J \/a z —u z £ £ a ' 


a in a+Va2 ” u2 + G, 

U 


du = —ik\fa 2 


■ Formas que contienen exponenciales y logaritmos: 

53. / ue u du = (u- l)e u + G, 

54. f u n e u du = M n e u — n f u n ~ 1 e u du + G, 

55. f In u du = u In u — u + C, 

56. f u 11 In tt du = lnu - + G, 

57. J e a “sen6w du = J °^ b2 (a sen bu — b cos bu) + G, 

58. J e au cos bu du = 2 (a cos bu + b sen 6 m) + G, 


■ Formas trigonometricas inversas: 

59. J sen” 1 u du = u sen” 1 u + \/l — w 2 + G, 

60. J tan” 1 u du = u tan” 1 u — | ln(l + w 2 ) + G, 

61. J sec” 1 u du = u sec” 1 u — In | u + \/w 2 — 1| + G, 

62. f u sen” 1 u du = \(2u 2 — 1) sen” 1 u + |\/l — u 2 + G, 
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63. f u tan -1 u du = \ ( u 2 + 1) tan -1 u — | + U, 

64. f u sec -1 u du = A sec -1 u — \\/u 2 — 1 + U, 

65. / u 11 sen” 1 u du = sen” 1 w — A-j- f du + (7, si n ^ — 1 

66. f u n tan” 1 u du = AA- tan” 1 u — A-j- / AAJ- du + C, si 7^ —1 

67. f u n sec” 1 u du = AA sec” 1 u — A-j- J ^== du + U, si n 7^ —1 

■ Otras formas utiles: 

68. f V2a/u — « 2 du = v ^ L \J‘lau — u 2 + A sen” 1 + U, 

69. f /n du , = sen” 1 ^ + C, 

70. / 0 °° u n e~ u du = r(n + 1) = n!, (n > 0), 

71. / 0 “e-“ a d«= Iv^. (« > 0). 

7T 7T 

72. J 0 2 sen” u du = J 0 2 cos” u du = 

r l-3-5-(n-l) ,r 
_ J 2-4-6-n 2’ 

— 5 2-4-6-(ra-l) 
l 3-5-7 -n ’ 


si n es un numero entero par y n > 2, 
si n es un numero entero impar y n > 3 
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TEOREMAS DE 
EXISTENCIA Y UNICIDAD 


B.l. PRELIMINARES 

a) Si f(t, x ) es continua y D es una region acotada y cerrada, definida por 

D = {(t, x)/a < t < b, c < x < d} con a,b,c,d G 9ft, 

entonces f(t,x) es acotada V(t, x) G D } es decir, existe M > 0 tal que 
I f{t,x) I, V(t, x) e D 

b) Sea f(x) continua en el intervalo cerrado a < x < b y derivable en el 
intervalo abierto a < x < b entonces, el teorema del valor medio dice 
que G (a, b) tal que 

/0) - /(«) = /'(00-a), 

o tambien /'(O = 

c) Sea {x n {t)} una sucesion de funciones. Entonces se dice que x n (t) con¬ 
verge uniformemente (c.u.) a una fun cion x(t) en el intervalo a <t < b 
si Ve > 0, 3N G N, N > 0 tal que Vn > N y \/t G 
[a,b] se cumple que \x n {t ) — x(t)\ < e 
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d) Si las funciones del numeral c) son tambien continuas en [a, 6] enton- 
ces x(t) tambien es continua en [a, b\. Es decir, “El limite uniforme de 
funciones continuas tambien es continua”. 



g) Sea {x n (t)} una sucesion de funciones con |x n (f)| < M n \/t E [a, b]. Si 
\Mn\ < 00 ( es decir, converge absolutamente) enton- 

ces {x n {t)} converge uniformemente en [a,b] a una funcion x(t). Este 
teorema se lc llama criterio M de Weierstrass para la convergencia 
uniforme de series de funciones. 


h) Si {x n (t)} converge uniformemente a x{t) en [a,b] y si f(t,x) es una 
funcion continua en la region 

D = {(t,x)/a <t<b , c < x < d} 

cerrada y acotada, entonces 
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B.2. TEOREMA LOCAL DE EXISTENCES 
Y UNICID AD, CASO UNIDIMENSIO¬ 
NAL 

A continuation analizaremos las condiciones para la existencia y nnicidad 
del P.V.I. con la E.D. de primer orden: 

x\t) = f(t,x(t)) con x(t 0 )=x 0 ( 1 ) 

Teorema B.l. _ 

Sea f(t,x) continua para todos los valores de t y x donde la fun- 
cion esta definida. Entonces el P.V.I. (1) es equivalente a la ecuacion 
integral: 

x(t)=x 0 + f f(s,x(s))ds (2) 

Jto 

(es deck , x(t) es solucion de (l)y=y x(t) es solucion de (2)) 

Demostracion. =>): si x(t) satisface (1) entonces: 

Jt 0 f(s,x(s)) ds = ft o x'(s) ds = x(s )|* 0 = x(t) - x(t 0 ) = x(t) - x 0 

•<=): si x(t) satisface (2) entonces derivando (2): 
x\t) = £ Jl f(s, x(s)) ds = f(t, x(t)) 

y x(t 0 ) = x 0 + ft° f(s, x(s)) ds = x 0 ■ 

Definition B.l (Funcion de Lipschitz). Sea 

D = {( t,x)/a < t < b,c < x < d} 

con a, b, c, deRy a < b, c < d; decimos que f(t, x) es continua de Lipschitz 
en x sobre D, si existe una constants k, con 0 < k < oo tal que 

| f(t,xi) - f(t,x 2 )| < k\xi - x 2 \i V{t,x i), (t,x 2 ) G D 


La constante k se lc llama constante de Lipschitz. 





372 APENDICE B. TEOREMAS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD 


Nota: 

a) Si f(t,x ) es continua de Lipschitz en la variable x entonces f(t,x ) es 
continua en la variable x, para t fijo. 


b) Reciprocamente, no toda funcion continua es continua de Lipschitz. 

Ejemplo 1. f(t, x ) = \fx 0 < t < 1 , 0 < a; < 1 
entonces f(t,x ) es continua en D, pero 

I f(t,x) 0)| = |Va;-0| = ~ 0| Va; G (0,1) 


pero 4^ —> oo cuando x —> 0 por tanto no hay constante de Lipschitz. 

Teorema B.2. _ 

Sean f(t, x) y x) continuas en D entonces f(t, x) es continua de 
Lipschitz en x sobre D. 

Demostracion: sean (t,x i) y (t,x 2 ) € D. Para t hjo (^)(t,x) es una fun¬ 
cion en x, entonces por el Teorema del valor medio 

Of 

3fe(x 1 ,x 2 ) talque \f(t,x 2 )-f(t,x 1 )\ = \(—)(t,x)\\x 2 -x 1 \ 

Como ^ es continua en D, entonces es acotada en D, por lo tanto existe 
0 < k < oo tal que ^(t,x) < k, V(t,x) E D ■ 

Definicion B.2 (Iteracion de Picard). Sea {x n (t)} tal que 


Xo it) = X 0 

Xi (t) = x 0 + f tQ fis, x Q {s)) ds 
X 2 (t) = x 0 + fl fis,xiis)) ds 


x n (t) = X 0 + /(s,x n _i(s)) ds 

a esta sucesion se le llama las iteradas de Picard. 
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X 


x 0 + b 

x 0 

x 0 - b 



to — 3 to to ~\~ 3 


Figura A.l 


Teorema B.3 (Existencia). 

Sea f(t, x ) continua de Lipschitz en x con constants de Lipschitz k en 
la region D de todos los puntos (t, x) que satisfacen las desigualdades 
\t — to\ < a, \x — xq\ < b, entonces existe 5 > 0 tal que el P.V.I. 
x' = f(t,x), x(t 0 ) = x 0 tiene solucion x = x(t) en el intervalo 

\t —1 0 \ <5. 

Demostracion. (Ver figura A.l). Veamos que las iteradas de Picard con- 
vergen uniformemente y dan en el limite la solucion a la ecuacion integral 

x = Xq + / f(s,x(s)) ds. 

J to 

Como f es continua en D, entonces 3 M > 0 tal que V(d, x) G D : 
\f(t,x)\<M 
Sea 5 = min{a, jj} 

Pasos para la demostracion: 

1. Veamos que las iteradas de Picard {x n (t)} son continuas y satisfacen la 
desigualdad \x n (t) — x 0 | < b (de esto se concluye que b — x 0 < x n (t) < b + x 0 
y por tanto f(t,x n (t )) esta bien definida, ya que (t,x n (t)) € D) 
xo(t) = xq (la funcion constante siempre es continua) 
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xi (t) = x 0 + fl f(t,x 0 (s )) ds = x o + f(t,x 0 ) ds 

Como f(t, x 0 ) es continua en (t, x 0 ), entonces la integral tambien es continua, 
luego Xi(t) es continua. 

Similarmente x 2 (t) = x 0 + f f(t, Xi(s)) ds es continua ya que f(t,x(t)) es 
continua y asi sucesivamente para n> 3,4,... 

Para n — 0 \xq( t) — xo| = 0 < b 
Para n > 0: 

f(s,x n -i(s)) ds I 

— [ |/(s,x n _i(s))| ds < M\ f ds\ = M\t — t 0 \ < MS < b 
J t 0 J t 0 

(observese que por eso se escogio 5 = min{a, 

2. Veamos por induction que: 

n\ n\ 

Si n = 1: 



\xi{t) - x 0 (t)\ = |xi(t) - x 0 | = | / /(s,x 0 (s)) ds| 


/(s, xq) ds\ < | / |/(s,xo| ds| = M| / ds| = M|t — t 0 | < M5 


Supongamos que se cumple para n = m: 

U _ f I m um—lKm 

\x m (t) - x m _i(t)\ < Mk m ~ l — - j— < M- --—. 

ml ml 

Veamos que se cumple para n — m + 1: 

En efecto, corno / es de Lipschitz en x sobre D: existe k > 0 tal que 
V(t, Xi), (t,x 2 ) ■ \f(t,Xi) - f(t,x 2 )| < k\xi - x 2 \ 


luego 
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\x m +l{t) - x m (t)\ = \ j f(s,x m (s))ds — f(s,x m -i(s)) ds\ 

j to j to 

= I / (/(s,x m (s))-/(s,a; m _i(s))) ds\ < | / |/(s, x m (s))-f(s, x m _i(s))| ds\ 
J to J to 

< k\ f |x m (s) -x m _i(s)| ds\ <k\ f Mk m ~ ^ S ^ ds\ 

J to j to m - 

ft I „_ f \m U _ -i- \m+l Xm+1 

= k m M\ / —-L- ds = k m M— -< k m M- -— 


(m + 1)! 


(m + 1)! 


3. Veamos que {x n (t)} converge uniformemente a una funcion x(t) para 
t G [to — t 0 + 5]; esto demostrara que x(t) es continua en [t 0 — 5, t 0 + 5]. 

En efecto, x n (t) - x 0 (t) = x n (t) - x„-i(t) + £n-i(t) - x n - 2 (t) + x n - 2 {t) - 

... + Xi(t)~ X 0 (t) = Y!rn=l[ X m{t) ~ ^m-l(t)] 

pero por 2. se tiene 

I Xmit) - X m _i(t)| < = f , con |t - to I < 5 

y como ELi l^m(t) -:Zm-l(t)| < f EL=1 = f ( eM - !) 

Por cl criterio M de Weierstrass se concluye que 


L ^ \?Cm (t) X m — l(t)] 


converge absoluta y uniformemente para |t — 1 0 | < 6 a una funcion unica y(t). 


3/(t) = lim V'[x m (t) - x m _i(t)J = Km [x n {t) - x 0 (t)] = Km x n (t) - x 0 (t) 

n—vno ' n.—±na n.—^oo 


luego 


Km z n (f) = y(t) + x 0 (t) = x(t) 


es decir, cl lnnite de las funciones de Picard existe y es uniforme para 
|t — to| <5; es decir, x n (t) —> x(t), para |t — t 0 | <5 


n—> oo 
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4. Veamos que x(t) es solucion de x'(t) = xq + f* f(s,x(s)) ds para 
\t — to| < <5 

Como f(t, x) es continua en x y x n ( t ) —» x(t), |t — to I < d 


entonces 


Ifni f{t,x n {t)) = f{t,x{t)) 


luego, por la definition de funciones de Picard 


x(t) — lim x n+i (t) — x 0 + Km / f(s,x n (s)) ds 


= Xq + / Km f(s, x n (s)) ds — Xq + / f(s,x(s))ds 


luego x(t) es solucion de x'(t) = xq + f(s,x(s )) ds 

Teorema B.4 ( Desigualdad de Gronwald). 

Sea aq(t) una funcion continua y no negativa y si 


x(t) < A + B\ / x(s) ds\ 

Jt 0 

donde A y B son constantes positiv.as para todo t tal que \t — 1 0 \ <5, 
entonces x(t) < Ae B ^~ to ^ para |t — t 0 | < <5 

Demostracion: veamos el teorema para to < t < to + d. La demostracion 
para to — 5 < t < to es semejante. 

Definimos y{t) = B f* x(s) ds 

luego y'(t) = Bx(t) < B(A + B f* o x(s) ds) = AB + By(t) 
luego y'{t) — By(t) < AB (1) 

Pero ^[y(t)e~ B< ' t ~ t °' ) ] = e~ B ^~^P )[y'(t) — By(t)] 

Multiplicando (1) por e ~ B ( t ~ t o) : 

^(y(t)e- B ^- to) ) < ABe~ B(t - to) 

CLL 

e integrando a arnbos lados, desde t 0 hasta t y sabiendo que e~ B< ' t ~ t °' > > 0, 
entonces 
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y como y(to) = 0 entonces y{t)e B(t to ) < A{ 1 — e B ^ to ^) 
luego 

y(t) < A(e Bit ~ to) - 1 ) 

hip. 

y como x(t) < A + By(t) < Ae B< ' t ~ t °' > ■ 

Teorema B.5 (Unicidad). 

Supongamos que se cumplen las condiciones del teorema de exis- 
tencia. Entonces x(t) = Inn x n (t) es la unica solucion continua en 

n—too 

1 1 — t 0 \ < 5 del P.V.I.: x'(t) = f(t,x(t)) con x(t 0 ) = x 0 (1) 

Demostracion. supongamos que x ( t ) y y{t) son dos soluciones continuas y 
distintas del P.V.I. (1) en \t — to\ <5 y supongamos que ( t,y(t )) e D para 
todos 11 — to | <5. 

Sea v(t) = | x(t) — y(t)\ y por tanto v(t) > 0 y continua. 

Como f(t,x) es continua de Lipschitz en x sobre D, entonces 


v(t) = \x 0 + f(s,x(s)) ds-(x o+ / f(s,y(s))ds)\< 


k | / \x(t) — y(t)\ ds\ = k\ / v(s)ds\<e + k\ / v(s) ds|, Ve > 0 

J t 0 *J to J to 

Por la desigualdad de Gronwall: v(t) < ee k ^~ to \ Ve > 0 y por tanto v(t) < 
0 y sabemos que v(t) > 0, de aqui que v{t) = 0 o sea que x(t) = y(t) ■ 

Teorema B.6 ( Teorema de Picard). 

Si f(t,x ) y son continuas en D. Entonces existe una constants 
S > 0 tal que las funciones de Picard {x n (t)} convergen a una solucion 
unica y continua en \t — t 0 \ < 5 del P.V.I. (1) 


Demostracion: es consecuencia directa del teorema A.2 y de los teoremas 
de existencia y unicidad. ■ 


Nota: este teorema se puede generalizar para sistemas de n ecuaciones 
con n incognitas 
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Teorema B.7 ( Teorema de Picard Generalizado). 

Sea E un subconjunto abierto de que contiene ax 0 y si f G C 1 (E). 
Entonces existe un a > 0 tal que el problema de valor inicial: 

£' = /(£), f (0) = x 0 

tiene una solucion unica en el intervalo [—a,af(t,x ) y 
son continuas en D. Entonces existe una constante 
5 > 0 tal que las funciones de Picard {x n (t)} convergen a una 
solucion unica y continua en \t — t 0 \ <5 del P.V.I. (1) 


B.3. TEOREMAS LOCAL Y GLOBAL PA¬ 
RA SISTEMAS DE E. D. LINEALES 

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales: 


x[ := ... ,x n ) x l {t Q ) = x w 

x' 2 := f 2 (t,xi,..., x n ) x 2 (t 0 ) = x 20 

x 'n '■= fn(t, X 1} . . . , X n ) X n (t 0 ) = X n0 


it = 


7u,y 


h(t,xi,x 2 , r..,x n ) 

f‘1 (^■ X 1 ■ X 2l . . . , Xn) _ \ 

, X 0 = 


L^nJ \_fn(t,X\fX 2 ,. . . ,Xn)\ 

o sea que vectorialmente el sistema anterior queda asi: 

= ~vt), Ht(t 0 ) = x o 

donde ||"^|| = \Jx\ + • • • + x\ = norma de it 

Si A nxn , hay varias maneras de definir la norma de A. 
La mas sencilla es: 


(B.l) 


(B.2) 


pii = ££m 

i=l j =1 

Se puede mostrar que tanto para ||"a^|| corno para ||A|| se cumplc que: 
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i) ll^ll > 0 y ll^ll = 0 = if 

ii) ||o! i?ii = |a|||lz^|| para todo a escalar. 

m) iiY + yn<iii?ii + nyii 

Ademas para el caso matricial tambien se cumple que ||A~af|| < Mill's'll 



Demostracion. La condition (*) es consecuencia de que las fi(t, x) son de 
Lipschitz, es decir 


\fi(t,x u ,...,x ln ) - fi(t,X 2 l, ■ ■ . ,x 2n )\ < h Y. \%lj ~x 2j \ (**) 

i =i 

tomando 

k — n 

Lo anterior se deduce si se utiliza la desigualdad 

1 n n 

-X>/i<ii^n<£w 

3 =1 3 =! 

En efecto, 


\ i=i j =i \ i =i j =i 
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\ i=1 

n 

= n ||^ 1 -^ 2 || 2 J2 k i 
\ i=1 

luego 

k — n 

Tambien 

\fi(t,xn,...,x ln )-fi(t,X 2 i r ...,x 2n )\<ki max \xij - x 2j \ (* * *) 

j=l,...,n 

Verificar (**) y (***) es mas facil que verificar (*). 

Por ultimo, si (para i,j = 1,..., n) son continuas en D , entonces son 
acotadas en D y las condiciones (**) y (***) resultan por el teorema del valor 
medio. 

Ahora veamos la existencia y unicidad globales de soluciones de sistemas 
lineales con coeficientes continuos. 

Sea 

Ht'(t) — A(t)lt + it{t 0 ) = lt 0 , a<t</3 (1) 

y A(t) una matriz n x n ■ 

Teorema B.9 (Existencia y unicidad para sistemas lineales). 

Sean A(t) y~j^(t) una funcion matricial y vectorial respectivamente, con¬ 
tinuas en a < t < /3. Entonces existe una funcion vectorial unica it (t) que 
es solucion de (1) en [a,/3] 

Demostracion: definimos las funciones iteradas de Picard 

lt 0 {t) = lt 0 

-£i(t) = ~£o+ [ [A(s)^ 0 (s) + ^(s)] ds 
Jt 0 
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l£ n+ i(t) = a^o + [ [ti(s) a^ n (s) + 7(«)] ds 
J to 


Claramente estas iteradas son continuas en [cq/3] para n = 1 , n. Como 
A(t) es una fun cion matricial continua, entonces 


sup ||ti(t)|| = sup 2_, / , \ a ij(t)\ = k < 

a<t<P a<t<0 “ “ 


kJCtL 

M— sup \\A(t)l&o + j (t)\\ < oo 

OL<t<P 

el cual existe ya que A(t) y 7 (t) son continuas en un cerrado. 

i) Observemos que para cualquier par de vectores y para 

«<«</?, ipw^i+ 7 («)] - + 7 i*)]ii = p(«k^i - ^2)11 

< \\A(t)\\ 11^1 - "^2|| < fell‘d1 - ~^2\\ 

luego la funcion A(t)lfr + 7 es de Lipschitz para cualquier y a < t < f3 

ii) Por induction, veamos que las iteradas de Picard satisfacen la desigual- 


I ~£n(t) - l^ n _i(i)|| < Mk 


-lixti! < A 


Si n = 1: 


||^i(t) - ~^ 0 {t)\\ = Jt jti(s)^ 0 + 7(s) ds < 

I [ |U(s)^ 0 + 7(5)11 ds\ <M\[ ds\ = M\t-t 0 \< M{P -a) 


Supongamos que se cumple para n = m. Veamos que se cumple para 
n = m + 1: 
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| d m+ 1 (t~) d m(t ) || A 

[ A(s)~a? m (s) + ~/(s) - A(s)"^ m _i(s) + (s) ds < 


k\ / ||^ m (s) - ^ m _i(s)|| ds <k\ Mk m 1 - 


ds\ = 


= Mk m 


if-t 0 r +i 

(m+l)! 


< Mk m 


(/3-g) m+1 

(m+l)! 


Nota: la diferencia entre estos teoremas y cl A.3 es que en cl caso lineal 
la cota M puede definirse independiente de x, mientras que en el A.3 debe 
restringirse x y t. Esta diferencia demuestra el resultado de existencia unica 
en todo el intervalo a < t < (3 


Corolario B.l (Teorema de existencia y unicidad global). 

Sean A(t) (t) continuas en —oo < t < oo. Entonces existe una\ 
unica solucion continua Hf(t) de ~af'(t) = A(t) ~5?(t) + (t) con 

(t 0 ) = definida para todo —oo < t < oo 

Demostracion: supongamos que |t 0 | < n. Sea ~af n (t) la unica solucion de 

= A(t)it(t) + ~/(t); ^(t 0 ) = 


en el intervalo |t| < n la cual esta garantizada por el teorema anterior. 
Notemos que ~a^ n (t) coincide con "a^ n +fc(t) en el intervalo |t| < n para k = 

l - 2 . 

I.uego H& n (t) = 1 ingj^oo ~af n (t) esta definida para todo t G 1R y es unica, ya 
que esta definida de manera unica en cada intervalo finito que contiene a 
to U 





APENDICE C 

EXPONENCIAL DE 
OPERADORES 

Sea <£(R n ) el espacio de los operadores T : R n —y W 1 . 

Definicion C.l (Norma de T). 

||T|| = norma de T = max \ T(x)\ 

| 5|<1 

donde |a?| es la norma eucli'dea de \x\ G M n , es decir 

|£| = yjx\ At-h x\ 

Propiedades: para S, T e £(K ra ) se cumple 

a) . ||T||>0y||T|| = 0^T = 0 

b) . para fcel: \\kT\\ = \k\\\T\\ 

c) . \\S + T\\ < 11511 + ||T|| 

Recordemos que en M n la representacion de un operador se hace por medio 
de la matriz A nxn y utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwars se llcga a 
que 11 A 11 < yfn i donde £ es la maxima longitud de los vectores fila de A. 
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Definicion C.2 (Convergencia de operadores). Una sucesion {T/ c }^ =1 
de operadores en £(M n ) se dice que converge a un operador T e <£(M") 
cuando k —> oo si para todo e > 0, existe N e N tal que para todo k > N se 
cumple que 

\\T — Tfc|| < e 


y lo denotamos a si 


lim Tk = T 


Lema C.l. Para S, T e £(R n ) yfeR 11 se cumple que 


*)■ |r(i)| < ||r|| |f| 


b). ||T S|| < ||r|| ||S|| 


c). ||T fc || < ||T|| fc para k = 0,1, 2 ,... 

Demostracion. a), para |x| = |0| es inmediato 

para x ^ 0 , definimos y = A, por la definicion de norma para T: 

\ X \ 

||T|| > |T(y)| = |T(P)| = ArOr)| 

\x\ |x| 

luego ||T(x|| < |x| ||T|| 

b) . para |x| < 1 ; por a).: 

|T(SW)I < PH |S(f| < ||r|| ||S|| |f| 

luego 

\\TS\\ = max|TS(£)| < \\T\\ ||5|| 

M<i 

c) . es inmediato a partir de b). 
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Demostracion: sea ||T|| = a; por c). en el lema anterior: para k = 0,1, 2,... 

T k t k ^ ||T|| fc |t| fc ^ a k t k 
~kT ~ k\ “ ~kT 


pero Y^k =o “yr 11 = e<lto y P or P rue ba M de Wieirstrass concluimos que la 


es uniforme y absolutamente convergente para todo |t| < to 

Definicion C.3 (Exponencial de un operador). e T = Y1T=o yr 
Propiedades: 

i. e T es un operador lineal, es decir, e T G £(M n ) 


ii. ||e r || < (Ver Demostracion del Teorema A.9) 

Si T G <£(R n ) entonces su representation matricial la llamamos A nxn con 
respecto a la base canonica de R n . 

Definicion C.4 (Exponencial de una matriz). Sea A nxn . Para todo 
t G R, detinimos 

e M = 


Si A nxn entonces e At es una matriz n x n, la cual calculamos en el Capi- 
tulo 7. 

Tambien se demuestra de la misma manera que en el Teorema A.9, que 
||e At || < e^ A W donde ||A|| = ||T|| y T(x) = Ax 

Teorema C.2. 

Si S, T G £(M n ) entonces 

a). Si S T = T S entonces e s+T = e s e T 


b >■ (e T ) 
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Demostracion. a). Como S T = T S, entonces por el Teorema del bino- 
mio 

C j 'T’k 

(S + Tr = n< £ — 

j+k=n J 

Tcniendo en cuenta que cl producto de dos series absolutamente con- 
vergentes es absolutamente convergente, entonces 


e S+T = 


C s + ry 


n= 0 j+k=n 


XfrX^=A T 

n=0 J ?i=0 


b). haciendo 5 = —X en a ).: e° — I — e T e T y por tarito (e T ) 1 = e T 


Ahora vearnos el teorema de la derivada de una exponencial matricial. 

Teorema C.3 (Derivada de una funcion exponencial matricial). 

Sea A una matriz cuadrada, entonces 


—e At = A e At 
dt 


Demostracion: como A conmuta consigo misrno, entonces por el Teorema 
C.2 y la definiciin de exponencial matricial, se tiene que 

sj pA(t-\-h ) p At pAh t 

^e At = Km -—— = Km e At —A 

dt h->o h h->o h 

A t j, „ f A A 2 h A k h k ~ 1 \ 

h—n)fc-K>o y 2! k\ J 

= Ae At 
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TEOREMA DE LIENARD 


Dijimos en cl capitulo 8 que la E.D. 


^+ /(*)£+ *(*) = « 


(D.l) 


se lc llama ecuacion de Lienard y el sistema equivalente, llamado sistema de 
Lienard, es 


(D.2) 


f = -a(x) - f(x)y 


d 2 x . . dx d \dx f x . , 1 d . 

^ + = X!7+ f(x)dx = -\y + F(x)} 


dt dt dt 


esto ultimo sugiere que hagamos el siguiente cambio de variable 


(D.3) 


* = y + F(x), 

donde F(x) = f Q ' : f(x)dx, con este cambio de variable cl sistema D.2 queda 
convertido en el sistema 


dx _. i 

* =Z - F(l) 
dz 


(D.4) 
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y eliminando t nos queda la E.D. 

dz ~g( x ) 
dx z — F(x) 

Para la demostracion del Teorema de Lienard (Ver el texto Differential Equa¬ 
tions and Dynamical Systems de Lawrence Perko) necesitamos hacer G(x) = 
Jp g(x)dx, utilizar la funcion de energia u(x, z) = y + G(x ) y tengamos en 
cuenta que la derivada de una funcion impar es una funcion par y la integral 
definida entre 0 y x de una funcion impar es una funcion par. 



z 


z = F(x) 







Demostracion. Antes de comenzar la demostracion del teorema, tengamos 
en cuenta que la condicion i. garantiza, por el teorema de Picard, la existencia 
de una solution unica por cada punto del piano de fase XY. la condicion ii. 
y la continuidad de g, implica que g( 0 ) = 0 , por lo tanto ( 0 , 0 ) es el linico 
punto critico del sistema D.4, el campo de clirecciones sobre el eje Z positivo 
es horizontal y hacia la derecha (porque ^> 0 y| = 0 )y sobre el eje 
Z negativo es horizontal y hacia la izquicrda, sobre la curva z. = F(x) cl 
campo de clirecciones es vertical y dirijido hacia abajo si x > 0 (porque 
^- = 0y^|<0)yes vertical y dirijido hacia arriba para x < 0. Tambien, 
como el sistema D.4 es invariante al cambiar (x, z ) por (—%, —z) entonces, 
si T (x(t),z(t)) es una trayectoria del sistema D.4 entonces T(— x(t),-z(t)) 
tambien es una trayectoria del mismo sistema, esto quiere decir que si r 0 es 
una trayectoria cerrada del sistema (o sea es periodica) entonces deber ser 
simetrica respecto al origen. 

Sea T una trayectoria cualquiera del sistema D.4 y sean P t puntos sobre la 
trayectoria con coordenadas (xi,Zi) para i = 1,2, 3,4 (Ver el figura). Por 
la forma del campo de clirecciones sobre el eje Z positivo y sobre la curva 
z = F(x), la trayectoria T que pasa por P 0 debe cruzar verticalmente y 
hacia abajo, la curva z = F(x) en el punto P 2 y por tanto debe cruzar 
horizontalmente y hacia la izquierda el eje Z negativo. 

Debido a la invarianza del sistema al cambiar (x,z) por (—x, —z), entonces 
T es una trayectoria cerrada si y solo si Po y P 4 son simetricos respecto 
al origen, es decir, si y solo si z 4 = —z 0 y utilizando la funcion de energfa 
u(x, z) = y + G(x) se deberia cumplir que tt(0, z 4 ) = u( 0, z 0 ). Sea A el arco 
que va desde P 0 hasta P 4 sobre la trayectoria V y definamos la funcion 0(a) 
como la siguiente integral de linea 

0 (a) = / du = u( 0 ,y 4 ) - u( 0 ,y o ) 

J A 

donde a es la abscisa del punto P 2 , es decir a = x 2 , veamos que V es una 
trayectoria cerrada del sistema si y solo si 0(a) = 0 , para ello mostremos que 
la funcion 0(a) tiene exactamente una rafz a = ao para ao > a. Notemos 
que sobre V 

du du dx 

du = —dx + - 7 —dz = G'(x)dx + zdz = g(x)dx + (——f- F{x))dz 

(J X (/Z (hL 

y como g(x) = — % y dz = j^dx y utilizando la regia de la cadena, concluimos 


dz dx dz dxdz 

du = ——dx H—— dz + r (x)dz = —— dx H ———dx + r ( x)dz = 
dt dt dt dt dx 
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= ——dx + — dx + F(x)dz = F(x)dz 
dt dt 

Si a < a entonces F(x) < 0 y dz = —g(x)dt < 0 y por tanto du > 0 o sea 
que 0(a) > 0, luego w(0, Z 4 ) > m(0, zo), en conclusion cualquier trayectoria Y 
que crnce la curva z = F(x) en un punto P 2 con 0 < x 2 = a < a debe ser no 
cerrada. 

Ahora veamos que para todo a > a, la funcion 0(a) es monotona decreciente 
y decrece desde el valor positivo 0 (a) hacia —00 cuando a crece en el intervalo 
jo, 00). 

Para a > a como en la figura, descomponemos el arco A en tres arcos: Ai 
qne va desde P 0 hasta Pi, A 2 que va desde Pi hasta P 3 , A 3 que va desde P 3 
hasta P4 y definimos las tres funciones (que son integrates de linea): 



A lo largo de los arcos Ai y A 3 , F(x) < 0 y g(x) > 0 y = dt > 0, por 

lo tanto 0i(a) > 0 y 0 3 (a) > 0 y a lo largo de A 2 F(x ) > 0 y g(x) > 0 y 
= dt > 0, por lo tanto 0 2 (a) < 0. Como las trayectorias Y del sistema 
D.4 (por el Teorema de Picard) no se crnzan, entonces un aumento de a 
implica qne el arco Ai sube (o lo qne es lo misrno el punto P 0 sube), el arco 
A 2 baja (o lo qne es lo misrno el punto P 4 baja) y en el arco A 3 el punto P 2 
se desplaza hacia la derecha (o sea que x 2 = a aumenta ). 

A lo largo de A\ los limites de integracion con respecto a a; de la integral de 
linea permanecen constantes (xo = 0 y x\ = a) y para cada x fijo de [ 0 , a], al 
aumentar a, sube el arco A u lo cual quiere decir que se incrementa z y por 
tanto cl integrando de la integral de linea disminuye y por lo tanto 

0 i (a) decrece. 

A lo largo de A 3 los limites de integracion con respecto a a; de la integral de 
linea permanecen constantes (x 3 = a y aq = 0 ) y para cada a; fijo de [ 0 , a] al 
aumentar a, baja el arco A 3 , lo cual quiere decir que z decrece y por tanto 




cl integrando de la integral de lmea disminuye en magnitud y por 

lo tanto 03 (a) decrece, puesto que 


03(a) 


0 -F(x)g(x) 
z — F(x) 


dx 


f a ~F(x)g(x) 

Jo z~ F(x) 


dx 


A lo largo de A 2 , escribimos du = F(x)dx , como lo dijimos anteriormente, las 
trayectorias no se interceptan, un anmento de a implica que P 2 se desplaza 
hacia la derecha, como a lo largo de A 2 los limites de integration con respecto 
a z permanecen constantes (son z\ y z 3 ) y ademas para cada z en el intervalo 
[ 03 , Zi], al incrementar x se incrementa F(x) y por lo tanto 


0300 = [ F(x)dz 

J ZI 



decrece, en particular para x = a, 0 3 (a) es decreciente. Hernos encontrado 
que 0 i(a), 02 (a) y 0 3 (a) son decrecicntes, por lo tanto 0 (a) es monotona 
decreciente para a > a. 

Falta por demostrar que 0(a) —» —00 cuando a — > 00 , para ello basta con 
demostrar que 02 (a) —* — 00 cuando a —* 00 . Como a lo largo de A 2 , du — 
F(x)dz = —F(x)g{x)dt < 0, entonces para e > 0 suficientemente pequeno y 
teniendo en cuenta que F(x) es monotona creciente para x > a y z 3 < 0: 


| 02 (a)| = - F(x)dz = 


F{x)dz > / F(x)dz 

J 2:3+6 

PZ 1—6 

> F(e) / dz = F(e)(zi — z 3 — 2e) 

J 2:3+6 

> F(e)(z 1 - 2e) 


pero como z\ > z 2 y z 2 —> 00 cuando x 2 = a —> 00 , por lo tanto 1 02 (a)| —> 00 
cuando a —> 00 o sea que 02 (a) —> — 00 cuando a —» 00 . 

Como 0(a) es una funcion continua que decrece monotonicamente desde 
cl valor positivo 0 (a) hacia — 00 entonces existe un a 0 en (a, 00 ) tal que 
0 (a o ) = 0 , por lo tanto existe una unica trayectoria cerrada T 0 que pasa por 
el punto (ao+(ao)). 

Para finalizar, como 0(a) < 0 para a > ao entonces por la simetrfa del 
sistema D.4, para a 0 ao la sucesion de los puntos de intersection con el 
eje Z de las trayectorias V que pasan por cl punto (a,F(a)), tienden a la 
ordenada z de intersection de r 0 con el eje Z, es decir, To es un ciclo limite 
establc. ■ 
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APENDICE E 

FRACCIONES PARCIALES 

Expondremos a continuation un metodo para hallar fracciones parciales, 
distinto al expuesto tradicionalmente en los cursos de Calculo. Este metodo 
es util en cl Capitulo de Transformada de Laplace. 

E.l. Factores lineales no repetidos. 

Consideremos la fraction 

N(s) _ _ N(s) _ 

D(s) (s - ai)(s - o 2 ) • • • (s - a n ) 

donde N(s),D(s) son polinomios de coeficientes reales y cl grado de N(s) es 
menor que el grado de D(s) y no tienen factores comnnes. Entonces 

A'(s) — _l_ 

(s — Qi)(s — (7.2) . . . (s — ®n) S — (7 ] S — O2 S — 

mnltiplicando arnbos lados por s —y hallando el limite del resultado cuando 
s —» a,; se obtiene 

, = 

donde M t es el denominador obtenido despues de haber suprimido cl factor 
s — di en £)(s). 
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Metodo 1. Para hallar el numerador de la fraccion simple —— de una 

1 s—at 

fraccion propia 

N(s) _ N(s ) 

D(s) (s - ai)(s - a 2 )... (s - a n ) ’ 

se suprime el factor s — a* en el denominador de y se sustituye s por a, 
en la suprecion. 


Ejemplo 1. Descomponer en fracciones parciales 

N(s) s 2 + s + 1 
D(s) s(s — l)(s + 2) 

Solucion. *!+ s +* 2) = ^ ^ donde D(s) = s(s - l)(s + 2) 

Por cl metodo 1. 

4 _ N(s) _ 0 2 +0+l _ _1 

1 (a-l)(«+2) s=Q (0 1)(OH-2) 2 


4 _ N(s) 

+1-2 — 77T~To 


1 2 + 1 + 1 


s(s+2) | a=1 (1) (1+2) 


4 _ _ (-2)2-2+! _ i 

3 «(*-!) s= _ 2 (—2)(—2—1) 2 


E.2. Factores Lineales Repetidos. 

r i (0 

Empleamos cl sfmbolo , para designar el mimero obtenido al 

sustituir s por a en es decir, 


N{s) 1 W 

M^)\ a 


_cf_ \ N(s) ' 
ds i [m(s) I 


entonces 


N( s ) _ M M A k 

M(s)(s - a) k ~ (s- a) k (s - a) k ^ (s - a) nS> 1 ' ’ 

donde 0(s) y sus derivadas son continuas en a; multiplicando E.l por (s — a) k 
y derivando k — 1 veces con respecto s y hallando los valores de los A* al 
cambiar s por a se obtiene 
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Metodo 2. 


iV(s)/M( s ) \N/M\f [jV/A/jl 11 [N/mV 
(s — a) k 0 !(s — a) k l!(s — a) k ~ x 2!(s — a) k ~ 2 

[. N/M 

+ 77 - 7777 ^- 7 + 0 ( s ) 

(k — l)!(s — a) 

donde 4>(s) y sus derivadas son continuas en a. 


Ejemplo 2. Descomponer en fracciones parciales 


5s 2 - 23s 


(2s-2)(2s + 4) 4 


Solucion. 


5s 2 -23s _ 1 5s 2 -23s 

(2s-2)(2s + 4) 4 ““ 32 (s — l)(s + 2) 

1 llN/Mif] \ N/Mifl |A 


- 2)(2s + 4) 4 32 (s — l)(s + 2) 4 

1 [N/M^l [N/M.fl [N/M.tl [ N/M 

32 0!(s + 2) 4 + l!(s + 2) 3 + 2!(s + 2) 2 + 3!(s + 2) + 0!(s - 1) 


donde N(s)/M 1 (s) = y N(s)/M 2 (s) = 


5s 2 —23s 


Por cl metodo 2. se tiene 


= -22 


5(—2) 2 —10(—2)+23 _ 7 
(-2-1)2 - ‘ 


" JV(s) 1 1 _ 5(—2) 2 —23(—2) _ 00 

_Mi(s)J_ 2 _ -2-1 ““ 

' N(s) 1 (1) _ 5s 2 —10s+23 , [ N(s) 1 (1) _ 5(-2) 2 -10(-2)+23 _ , 

Mi(s)J (s l) 2 =*• L m i(«)J_ 2 (-2-1) 2 

■W(s) ^ ^ — 36s+36 og; 1 x N(s) ^ ^ og;_1 

_Mi(s)J (s- 1 ) 4 OU (s-l) 3 -2 (- 2 - 

N(s) ] ^ 108 . [~ N(s) ] ^ 108 4 

Mi (s)J (s-1)* [Mi(s)\_ 2 (—2— l) 4 3 

" Af(s) 1 (0) _ 5s 2 -23s . [" N(s) ] (0) 5(1) 2 —23(1) _ _2 
M 2 (s)J (s+2) 4 [ M 2(s)J 1 (1+2) 4 9 


' _ 108 _ 4 

(~2— l) 4 3 


5(1) 2 —23(1) = 2 

(1+2) 4 9 
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Luego 


5s 2 - 23s 

(2s — 2)(2s + 4) 4 “ 

1 r —22 7 I I 

32 |_0!(s + 2) 4 + 1!(s + 2) 3 + 2!(s + 2) 2 + 3!(s + 2) + 0!(s - 1) 


2 1 


2 1 2 1 


32 [ (s + 2) 4 (s + 2) 3 3 (s + 2) 2 9 (s + 2) 9 (s - 1) 


E.3. Factores Cuadraticos. 


M(s)[s — (a + i6)][s — (s — (a — ib)] 

con M (a + ib) ^ 0. A los factores s — (a + ib), s — (a — ib) lcs corresponden 
la suma de fracciones parciales 

A + iB A — iB 
s — (a + ib) s — (a — ib) 

Para hallar A + iB o A — iB se precede de la misma manera que en el caso 
a). (Metodo 1.), es decir, se suprime el factor s — (a + ib) (o s — (a — ib)), 
quedando M ^ s ^^ a _ ib )] y luego se cambia s por a + ib, es decir, 


A + iB = 


N(a + ib) 
M(a + ib)2ib' 


A-iB = 


N(a - ib) 

M (a — ib)(—2ib) 


Ejemplo 3. Descomponer en fracciones parciales 

s 2 + 2 

s(s 2 + 2s + 2) 

Solucion. 

s 2 + 2 _ _ s 2 + 2 _ 

s(s 2 + 2s + 2) s(s — (—1 + i))(s — (—1 — i)) 


A B + iC B-iC 

s s — (—1 + i) s — (—1 — i) 


A = s 4-2 

s 2 +2s+2 


_ 0 2 +2 i 

0 2 +2(0)+2 





E.4. FACTORES CUADRATICOS REPETIDOS. 


397 


d I ;.r< _ N(—l+i) _ (~l+i) 2 +2 _ _l _ • 

D T ~ M(-l+i)2i.l ~ (~l+i)2i ~ i ~ 1 


por lo tanto 5 = 0, C = 1 
luego a( Xg +2) = 7 + s-(-i+p + 5=FT-i) 


E.4. Factores Cuadraticos Repetidos. 


r n { S ) 

iV(s) M(s)(s—(a—ib)) k 

M(s)(s — (a + ib)) k (s — (a — ib)) k (, s — (a + ib)) k 

A\ + iB\ A 2 + iB-2 Afc + iBk ,, , 

(s — (a + ib)) k (s — (a + ib)) k ~ l (s — (a + ib )) 

Se precede de la misma manera que en b). (Metodo 2.) y se obtiene que 


^ I iB ~ 1 [ 1 = 

^ ^ (j-1)! [M(s)(s- (a-ib)) k \ s=a ^ 

1 _ (P_ N(s ) 

(j - 1)! ds* M(s)(s - (a - ib)) k s=a+ib 

para j = 1,..., k. 

Ejemplo 4. Descomponer en fracciones parciales 


s(s 2 — 4s + 8) 2 


Solucion. 


s(s 2 — 4s + 8) 2 s(s- (2 + 2i)) 2 (s- (2 - 2i)) 2 

A B + iC B-iC D + iE 


D-iE 


s [s - (2 + 2 i)] 2 [s - (2 - 2i)] 2 s - (2 + 2i) s - (2 - 2 i) 


donde 


A _ gf+8 _ _8_ _ 1 

(s 2 -4s+8) 2 s=q 8 2 8 
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b + if =i r i 

0! [M( S )( S -(2-2i))2j s=2+2i - 

(2 + 2i) 2 + 8 _ (2 + 2i) 2 + 8 _ 1 

(2 + 2*)[(2 + 2*) - (2 — 2i)] 2 “ {2 + 2i)[Ai} 2 “ _ 4 

luego B = y C = 0. 


A(s) 1 

M{s)(s~{2-2z)) 2 \ s=2+2 ~ 

d r N(s) 1 
cis [m(s)(s — (2 — 2i)) 2 J s=2+2 . 

2s 2 (s - (2 - 2 i)) 2 - (s 2 + 8)(s - (2 - 2*))(3s - (2 - 2*)) 

s 2 (s - (2 - W ,=2 +24 = 

_ 1 _ 3 . 
~~ _ 16 ~~ 16 ? 

luego A = -|y£ = -| 
por lo tanto 

s 2 + 8 

s(s 2 — As + 8) 2 

111 1 1 1 
8 s ~ 4 (s- (2 + 2i)) 2 ~~ 4 (s - (2 - 2i)) 2 

1 1 + 3 * 1 1 

~~ 16 s - (2 + 2 *) ~~ 16 s - (2 - 2*) 


B + i£= II 
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